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Apresentacao

A cada ano aumenta o nimero de pessoas que desfrutam nas suas residéncias ou nos seus locais de
trabalho de algum beneficio trazido pela eletricidade. Em algumas localidades isoladas a rede elétrica
ainda nao esta disponivel, ainda assim ha como instalar um gerador elétrico acoplado a um motor a
diesel ou a uma turbina edlica, usar placas fotovoltaicas, entre outras solugdes, para geracao de energia
elétrica. Portanto, em quase todos os locais é possivel conectar algum dispositivo a uma tomada e
se beneficiar de aplicagoes de varios tipos como, por exemplo, telefonia, Internet, aquecimento ou
resfriamento de ambientes ou alimentos etc. Algumas das formas de se utilizar a eletricidade e alguns
dispositivos elétricos que trazem algum tipo de beneficios & humanidade sdo descritos a seguir:

Iluminacdo E, dentre os varios beneficios trazidos pela eletricidade, um dos de maior destaque. Mui-
tas tarefas simples como, por exemplo, estudar o contetido deste livro, sé podem ser executadas
a noite em ambientes bem iluminados por lampadas elétricas: tente se imaginar respondendo
aos problemas propostos num ambiente com mé iluminagdo para notar o quanto a lampada
elétrica foi uma inovacdo impactante. Ainda ha de se considerar a iluminacdo publica, cuja
luminosidade contribui também para viabilizar a reunido de pessoas para pratica esportiva ou
um simples bate-papo, além de inibir acées de criminosos;

Motores elétricos Sao os dispositivos que transformam energia elétrica em energia mecénica, ou
seja, transformam eletricidade em movimento. Nas residéncias tém-se as maquinas de lavar, que
transformam a eletricidade em movimentos de pecas que fazem as roupas se movimentarem em
um meio com agua e sabao, retirando as sujeiras dos tecidos. Outra aplicagdo é o carro elétrico,
que transforma a eletricidade em movimento rotativo das rodas e pneus. Os motores elétricos
sao extensivamente utilizados na industria, sendo eles os dispositivos que consomem a maior
parte da energia elétrica no meio industrial;

Geradores elétricos Sao os dispositivos que transformam energia quimica, mecanica, entre outras,
em energia elétrica. Nas usinas hidrelétricas transforma-se a energia do movimento das dguas em
energia elétrica, sendo que no Brasil a maior parte da energia elétrica é gerada desta maneira.
Outro tipo de gerador elétrico é a bateria, que transforma energia quimica em energia elétrica.
As baterias sdo muito utilizadas em equipamentos portateis;

Aparelhos eletrénicos A evolucio da eletronica permitiu o desenvolvimento de dispositivos de me-
moria, cuja fungdo é guardar informagoes, e de processamento, cuja funcao é realizar calculos
e operagoes légicas, cada vez menores e mais eficientes. Atualmente, mesmo em localidades
pobres, ha nas residéncias algum dispositivo cuja construcao é baseada no uso da eletrénica,
como os televisores, telefones celulares, computadores, entre outros. Estes dispositivos citados
permitem que qualquer pessoa possa se informar e opinar a respeito de questoes importantes,
mesmo que ndao more nos centros urbanos;

Dispositivos médicos Uma rapida olhada em um leito hospitalar evidencia as aplicagoes da ele-
tricidade como um meio de monitoramento de doengas e no auxilio em tratamentos de saude.
Utilizam conceitos de eletricidade: equipamentos portateis, como, por exemplo, um reanimador
cardiaco (aparelho que déa descargas elétricas no peito de alguém que sofreu uma parada car-
diaca) e enormes dispositivos de ressondncia magnética que permitem criar imagens de 6rgaos
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do corpo humano. Além dos aparelhos médicos, hd também toda a infraestrutura montada no
hospital. Por exemplo, os hospitais possuem gerador elétrico em suas instalacées, assim, quando
hé problemas no fornecimento de energia elétrica pela rede de distribuigdo, o gerador elétrico
entra em operagao, garantindo o funcionamento da iluminagdo de emergéncia e dos aparelhos
bésicos para a manutencao da vida dos pacientes. O desenvolvimento da eletronica tem tornado
os aparelhos médicos cada vez menores e, sendo eles portateis, j4 sdo levados em ambulancias.
Alguns menores e mais baratos sdo encontrados em residéncias (termoémetro digital, medidor de
glicemia digital, entre outros). Hoje em dia o monitoramento da satide pode ser feito até mesmo
por um smart watch ou outros pequenos dispositivos portateis.

H&a ainda muitos outros usos da eletricidade que poderiam ser citados, porém a quantidade de
aplicacoes descritas deve ter sido suficiente para convencer o estudante da importancia de se estudar
dispositivos elétricos e, portanto, a teoria de circuitos elétricos. Para o uso minimamente adequado
de equipamentos elétricos, o profissional deve receber formacio adequada: é esperado que o conteido
deste livro ajude nisto.

Muitos cursos sao voltados para formagao especifica de profissionais cujas habilidades permitem a
eles lidar de maneira eficiente e segura com uma diversidade de equipamentos elétricos. Alguns desses
cursos sao destacados a seguir:

Eletronica Area formadora de profissionais de niveis médio e superior que dominam os circuitos
elétricos que possuem entre seus componentes elementos construidos com semicondutores (dio-
dos, transistores, entre outros). Estes profissionais projetam, montam e realizam manutencao
em equipamentos eletronicos diversos. Também devem conhecer padroes para verificar a com-
patibilidade de dispositivos eletronicos utilizados em conjunto. O presente livro nao tratara de
eletronica;

Eletrotécnica Engenheiros eletricistas e técnicos habilitados na area de eletrotécnica projetam, ope-
ram, montam e realizam manutenc¢ido em equipamentos que geram, transformam ou consomem
elevada quantidade de poténcia. Durante o curso sdo estudados os dispositivos e também como
eles operam quando sdo interligados: um motor de indugdo para partir precisa ser alimentado
por uma rede elétrica, mas também deve ser conectado aos dispositivos para comando (per-
mitem ligar e desligar quando for desejo do operador) e protegdo (ligam e desligam o motor
automaticamente quando algum problema é identificado);

Eletroeletronica Técnico que tem formagao mista em eletronica e em eletrotécnica. Ha engenheiros
que sao habilitados em ambas as competéncias citadas também;

Eletromecanica Técnico que tem formacgdo mista em mecénica e em eletrotécnica. Na parte de
mecénica este tipo de técnico deve dominar contetidos relativos a equipamentos como compres-
sores, bombas etc. Na industria, estes equipamentos sdo acionados por motores elétricos e, por
isso, conhecer os conceitos de eletricidade é tdo importante para este profissional;

Instrumentagao O técnico instrumentista é responsavel pela instalacido, operacdo e manutencao
dos dispositivos responsaveis pela medi¢do de grandezas fisicas de uma planta industrial. Ele
deve ter conhecimento de como utilizar os sensores que medem grandezas como, por exemplo,
pressao, temperatura, forca, entre outras. Estes sensores geram um sinal elétrico proporcional
a grandeza fisica medida e este sinal é utilizado nos computadores que controlam o processo
industrial. Além de pessoal de nivel técnico, ha engenheiros que lidam com este tema, em
especial na area de projetos, e sdo envolvidos de forma bem préxima com o pessoal da area de
controle e automacao;

Controle e Automacao Engenheiros ou técnicos que detém o conhecimento de como automatizar
processos industriais, garantindo a operagdo continua e eficiente sem a intervencdo humana.
Grande parte dos equipamentos em sistemas automatizados sdo elétricos, como, por exemplo,
os motores elétricos, responsaveis, por exemplo, por gerar for¢a para abrir ou fechar valvulas;
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Telecomunicagées Os dispositivos emissores e receptores de informagdo que operam sem o uso de
fios (em inglés sdo chamados de wireless) sao baseados nos principios da teoria eletromagnética.
Os dispositivos com fio também utilizam a eletricidade para realizar o transporte da informa-
¢do, geralmente em bits: zeros e uns que na pratica correspondem a dois niveis diferentes de
tensdo, como, por exemplo 0 volt e 3 volts, respectivamente. Se bits sdo empregados, entdao
estes equipamentos sdo construidos com circuitos eletréonicos. Este profissional atua nas dreas
de telefonia (fixa e mdvel), sistemas de emissao e recepcao de sinais de radio e televisdo, entre
outras aplicagoes. Profissionais de niveis médio (técnico) e superior sdao formados para atuagao
nesta area;

Outros Mesmo profissionais cujas tarefas nao tenham relagdo direta com a eletricidade sao obrigados a
conhecer um pouco da teoria e da pratica da eletricidade. Por exemplo, os técnicos de informatica
devem saber como proceder para ndo queimar os computadores durante a manutencao deles. Os
técnicos de enfermagem devem reconhecer que tipos de males a eletricidade causa no corpo
humano. Todos os técnicos cuja formagdo é voltada para o trabalho industrial devem ter em
mente procedimentos de seguranca, para que nao seja colocada em risco a vida de nenhuma
pessoa e que também nao danifiquem os equipamentos. Todas as engenharias sdo obrigadas a
estudar uma disciplina sobre conceitos de eletricidade e de projetos elétricos em baixa tensao,
portanto para todo este publico o presente livro pode ser interessante também. Tenha em
mente que projetos elétricos em baixa tensao sdo comumente feitos por técnicos de edificacoes e
engenheiros civis, pois estes projetos podem interferir em outras partes de uma residéncia, como,
por exemplo, as instalacdes hidraulicas e de gés.

Sugestoes de contetdos e videoaulas

O presente livro conta com sugestoes de videoaulas complementares ao conteiido aqui abordado,
mas hé indicacdo de videos no apéndice [A] sobre contetidos que nao foram abordados no presente em
texto.

As videoaulas sugeridas estao postadas no canal Elétrica em Videos, que é uma iniciativa pessoal do
autor Eudemario S. de Santana, e podem ser utilizadas para quaisquer fins educacionais em institui¢oes
publicas ou privadas. Veja o link do canal a seguir:

Apresentacdo 1 (Link para o canal Elétrica em Videos). Clique no link a seguir para
ver um canal que se dedica a tratar de temas relacionados & Engenharia Elétrica:

e https://www.youtube.com/c/EletricaemVideos

Muitos estudantes irdo no final do curso técnico ou de graduagdo estudar para concursos publicos
e certamente precisardao de uma ajuda. Entdo te fago uma oferta: se inscreva no meu outro canal,


https://www.youtube.com/c/EletricaemVideos
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chamado E252 Concursos para Engenharia Elétrica e tenha acesso a centenas de videoaulas de discus-
sdo de questoes de concursos de niveis médio e superior para estudar para os concursos mais dificeis
e, quem sabe, conquistar o emprego publico de seu interesse. O nome do canal é na verdade E?5?%
numa referéncia a Engenheiro Eudemario Souza de Santana. Inscreva-se no canal! Link a seguir:

Apresentacdo 2 (Link para o canal E2S2 Concursos para Engenharia Elétrica).
Clique no link a seguir para estudar com questoes de concursos de niveis médio e superior:

e https://www.youtube.com/QE2S2concursos

Para vocé que ensina

Empregar ou nao esta obra como livro-texto é uma decisdo do docente responsavel e na pratica o
livro adotado pelos estudantes é o que o professor recomendar e fizer uso corriqueiro. Esta obra foi
feita pensando em ser o texto principal das disciplinas de circuitos de escolas técnicas e de disciplinas
introdutérias a eletricidade ou aos circuitos elétricos em cursos superiores de engenharia (neste caso ha
uma particularidade sobre o bacharelado em Engenharia Elétrica que é discutido no ultimo paragrafo
desta secdo).

Nos cursos superiores é possivel que a presente obra seja o texto principal na parte introdutéria
de conceitos de eletricidade e dé espago para outra obra posteriormente: por exemplo, livro especifico
de instalacoes elétricas residenciais ou industriais. Caso o docente tenha autonomia para decidir, os
autores da presente obra acreditam que adotar este livro serd uma boa opcao, pois a linguagem é
simples e os exemplos s@o abundantes em todos os capitulos. As videoaulas podem ajudar muito o
professor, pois o uso de ferramentas de ensino online vem se tornando obrigatério e ter videos feitos
por pessoas qualificadas e experientes nao deixa de ser uma garantia de que os estudantes estarao
bem direcionados quando estiverem estudando sozinhos com “aulas extras”. Nao ha custo em acessar
nenhuma aula que possua [ink no presente livro e elas estdo disponiveis 24h por dia e 7 dias por
semana: acabaram-se as desculpas sobre ndo ter aprendido por causa da auséncia numa aula ou por
nao gostar da didatica do professor, pois as videoaulas sdo bem formuladas, bem executadas e com
abordagem similar a presente obra.

Sobre o emprego do presente livro no bacharelado de engenharia elétrica: é sugerido que este livro
seja adotado em conjunto com pelo menos mais um que seja mais avancado. Entenda-se por avancado
o livro de circuitos elétricos que se dedique ao uso de solucoes de transitérios e, portanto, empregue
equacoes diferenciais e integrais nas resolugoes de exercicios; livros mais avancados tratam também de
andlise em frequéncia, que nao é tema da presente obra. Outra caracteristica dos livros de circuitos
elétricos mais avancados é o uso da algebra matricial: esta permite encontrar simultaneamente varias
variaveis e esta dlgebra néo é foco do presente livro, ainda que as técnicas de anélises de circuitos
elétricos por inspecao sejam até apresentadas aqui.


https://www.youtube.com/@E2S2concursos

Apresentacdo 5

Sobre os autores

Os dois autores ja possuem bastante experiéncia docente. Ainda que ambos tenham outras expe-
riéncias profissionais, nas descri¢oes feitas por cada um é dada énfase as formacoes académicas e as
experiéncias docentes, ja que pesquisas que rendam publicagoes qualificadas ou trabalhos profissionais
mais avancados estdo além do escopo da presente obra. Segue uma breve descricdo da formacao e
carreira dos autores:

Eudemario Souza de Santana é Engenheiro Eletricista formado pela UFBA (2000), Mestre e Dou-
tor em Engenharia Elétrica pela UNICAMP (2002 e 2007, respectivamente). Foi bolsista-recém
doutor no Departamento de Engenharia Elétrica e Computacdo da UFBA, no qual coorientou no
curso de mestrado e lecionou disciplinas de graduagdo nos anos de 2007 e 2008. J& foi professor
em regime de dedicagdo exclusiva do IFBA no campus da cidade de Camagari/BA (2008-2010)
e pediu exoneraciao para trabalhar na Grameyer, empresa privada de SC, no desenvolvimento
de produtos eletroeletrénicos para controle de poténcia. Foi professor de graduacao de varias
universidades: da UNICAMP; da entdo UNERJ e atual Catélica de Santa Catarina da cidade
de Jaragud do Sul; do CIMATEC e; da UNIFACS em Salvador/BA. Também foi membro per-
manente do Mestrado em Energia da UNIFACS (2017-2020). Atualmente é professor da UFBA.
Outras formacgoes e trabalhos foram omitidos para deixar esta descrigdo breve, mas vocé pode
ver mais informagdes na homepage a seguir:

Apresentacdo 3 (Link para pagina profissional). Clique no link a seguir para ver a pagina
profissional e acessar outros cursos online e também ler os artigos que foram publicados
em um blog mantido pelo préprio professor:

e https://www.eudemario.com.br

Irénio Silva Junior é Engenheiro Eletricista formado pela UFBA (2000), Mestre e Doutor em En-
genharia Elétrica pela UNICAMP (2002 e 2005, respectivamente). Foi bolsista recém-doutor
no Departamento de Engenharia Elétrica da UFBA, onde ministrou aulas na Graduagéo e no
Mestrado em Engenharia Elétrica nos anos de 2006 e 2007. Desde 2008 é Professor em regime
de dedicagao exclusiva no IFBA, atualmente esté lotado no campus de Simdes Filho/BA. Suas
principais areas de interesse sdo: Eficiéncia Energética, Comercializagdo de Energia Elétrica e
Tributagdo sobre Energia Elétrica.

Veja os autores da presente obra na figura [Il


https://www.eudemario.com.br
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(a) Eudemario. (b) Irénio.

Figura 1: Estao ai os autores do presente livro.



Capitulo 1

Matematica elementar e notacao

1.1 Introducao

Saber realizar as operagoes matematicas com niimeros muitos grandes ou muito pequenos é neces-
sario nos estudos de eletricidade. Como valores muito pequenos surgem na eletrénica e muito grandes
surgem na eletrotécnica, operar com nimeros representados na base 10 torna-se necessario. Ainda no
presente capitulo sdo apresentadas a notacao de grandezas e parametros da eletricidade (um aqueci-
mento para o que é explorado em detalhes no decorrer do livro) e as definigoes de grandezas continuas,
alternadas, peridédicas e ndo peridédicas. Que comece a diversdo!

1.2 Notacdao e nomenclaturas em circuitos elétricos

A partir do préximo capitulo serdao apresentados os primeiros conceitos relacionados aos fundamen-
tos de circuitos elétricos, mas é conveniente que o estudante seja apresentado as grandezas elétricas
bésicas, para que alguns termos e conceitos tornem-se ja familiares. O estudante que ja compreende o
contetido apresentado nas préximas se¢des do presente capitulo deve fazer apenas uma leitura rapida,
porém o estudante que nunca estudou a teoria bésica de eletricidade deve ler as proximas se¢oes com
muita atencao, ja que isto facilitard o entendimento de conceitos expostos em capitulos subsequentes.

1.2.1 Grandezas e suas unidades

Na eletricidade ha muitos fendémenos fisicos de destaque, como, por exemplo, o aparecimento de
uma tensdo nos terminais de um fio que se move nas proximidades de um ima, a circulacao de corrente
elétrica pelo corpo humano quando alguém toca em um terminal de uma tomada sem o uso de protecao
adequada, o aquecimento dos fios ao dissipar calor devido a passagem de corrente elétrica etc. Note
que para a descricdo adequada do fendmeno é necessario entender também sobre grandezas fisicas,
como, por exemplo, corrente elétrica, tensdo, poténcia, entre outras. Para simplificar o uso destas
grandezas nas equagdes é preferivel representé-las com simbolos ou letras. Assim a corrente elétrica é
representada pela letra ¢ ou I (mintscula para o valor instantdneo e maiuscula para o valor médio ou
eficaz, mas vocé sabera diferenciar quando estudar capitulos mais avancados) enquanto um pardmetro
elétrico como a resistividade é representado pela letra grega p (16-se “rd”).

Outra definicdo importante é a unidade de cada grandeza. Isto fica claro quando sdo tomadas
medidas de distidncia, que podem ser feitas em metros ou centimetros, por exemplo. A escolha da
unidade a ser utilizada é feita de acordo com a situagdo. Caso deseje-se medir as dimensodes de uma
casa se usa o metro e caso deseje-se medir o comprimento de uma caneta utiliza-se o centimetro. No
entanto, o uso de unidades diferentes pode causar confusio e erros nos calculos. Para evitar isto foram
criados varios sistemas de unidades, entre os quais um de destaque é o Sistema Internacional (SI), que é
extensamente utilizado no presente livro, ainda que nem todas as grandezas aqui apresentadas estejam
neste sistema. Saliente-se que também é usual representar a unidade com um simbolo, geralmente

7
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uma letra. Desta maneira a unidade metro é representada pela letra m e a unidade de resisténcia, que
¢é o ohm, é representado pela letra grega €): esta letra é o “6mega” maitsculo, porém quando utilizada
como unidade deve ser lida como ohm, ou seja, 15€) deve ser lido como quinze ohms, ndo como quinze
“Omega”.

A tabela [T mostra alguns exemplos de grandezas elétricas e os simbolos que as representam, além
da unidade da grandeza e sua abreviacdo. A melhor opcao para o estudante aprender como se escreve
cada um dos simbolos de grandeza e cada abreviacdo de unidade é estudando os exemplos e utilizando
corretamente simbolos e abreviagdes nas solu¢des dos problemas propostos no final de cada capitulo.
O estudante deve ficar atento ao fato de que a representacao pode exigir que as letras sejam mintsculas
ou maiusculas: siga o padrdao dado, pois é a forma habitual como a comunidade da eletricidade se
comunica nos documentos técnicos. Uma tensdo continua de dez volts deve ser representada como 10 V
(forma correta) e ndo como 10v (forma erradal); dez hertz deve ser representado por 10Hz (forma
correta) e ndo como 10HZ (forma errada!) ou 10hz (também errada!). Como sugerido, estude os
exemplos e exercite que vocé fixard a forma de representar as grandezas.

Tabela 1.1: Grandezas e suas unidades.

Grandeza Simbolo da grandeza | Unidade | Abreviacao da unidade
Tensao/d.d.p. U volt \Y%
Corrente elétrica 1 ampere A
Frequéncia f hertz Hz
Poténcia P watt W
Resisténcia R ohm Q
Capacitancia C farad F
Indutancia L henry H

1.3 Definicoes de termos

Logo no inicio de um curso de circuitos elétricos o estudante se depara com termos como corrente
alternada e corrente continua, muitas vezes representados como CA e CC, respectivamente. Outras
vezes sao empregados termos como tensdo CA e tensdo CC. Com o intuito que se consiga compreender
a utilizacdo destes termos alguns conceitos sao descritos a seguir.

As duas primeiras defini¢Ges relevantes sao relativas aos valores continuos e alternados. Diz-se que
uma func¢do é continua quando o seu sinal nunca muda: veja nos graficos das figuras e
que os valores de todas as tensOes e correntes sao sempre positivos, portanto, a rigor, sdo fungoes
continuas. Se todos os gréaficos fossem sempre negativos também seriam continuos. Porém ha uma
questao pratica a ser dita: nos estudos introdutérios de circuitos elétricos o tinico sinal continuo
estudado é o constante.

Para entender sobre a corrente alternada é necessario antes ter em mente o conceito de funcao
periédica. Esta é uma fungdo que se repete no tempo de forma indefinida, ou seja, ela sempre existiu e
sempre existird de maneira que haja repeticao na sua forma. Na pratica um sinal elétrico terd iniciado
em algum momento e deixard de existir em outro momento, mas, considerando que a quantidade de
ciclos de repetigao seja grande, entdo pode-se aproximar um sinal real como periédico. Veja os graficos
das figuras e e note que no primeiro deles ha duas formas de onda (tensao e corrente)
senoidais, que se repetem no tempo. O grafico da ﬁguratem uma onda de tensdo senoidal e uma
onda de corrente distorcida, porém ela também se repete no tempo, entdo também é peridédica. Para
que uma onda seja alternada ela precisa ser periddica (repetir-se indefinidamente) e oscilar com valores
positivos e negativos. Todas as formas de onda mostradas na figuras e sdo periddicas
e alternadas, sendo portanto alternadas. Veja especificamente a forma do grafico da corrente na
figura os valores se repetem de forma indefinida, entdo a funcao é periédica, porém nao oscila
entre valores positivos e negativos, entdo ela nao é alternada. Nos graficos da figura as tensao
e corrente sdo constantes e, portanto, se repetem (escolha um ponto e veja que ele tem os mesmos
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A \
Tensao Tensao
Corrente elétrica Corrente elétrica
Tempo Tempo
(a) Tensédo continua e corrente elétrica con- (b) Tens@o continua e corrente elétrica dis-
tinua. torcida
A A
Tensao Tensao

Corrente elétyica

Correntle elétrica

Tempo Tempo

(c) Tensao alternada e corrente elétrica al- (d) Tensdo alternada e corrente elétrica dis-
ternada. torcida.

Figura 1.1: Formas de onda da tensao e da corrente elétrica.

valores instantes antes e depois): obviamente valores constantes sdo continuos e nao alternados, pois
o sinal nunca se altera.

Considere que um motor elétrico é ligado a uma tomada (cuja tenséo é alternada senoidal), entao
a corrente elétrica circulante terd a mesma forma, como mostrado na figura [1.1(c)). Entretanto, ao
se ligar um aparelho eletronico a uma tomada a forma da corrente elétrica ndo é senoidal, pois sofre
distor¢ao (como mostrado na figura . Portanto, a fonte de tensdo ser senoidal ndo é garantia
que a corrente elétrica também seja senoidal.

Considere agora que um chuveiro elétrico é ligado a uma bateria (cuja tensao é constante), entao
a corrente elétrica circulante terd a mesma forma, ou seja, serd uma corrente elétrica constante (como
mostrado na figura [1.1(a)]). Entretanto, ao se ligar um aparelho eletronico a uma bateria a forma
da corrente podera ser triangular, como mostrado na figura Portanto, a fonte de tensao ser
constante nao é garantia que a corrente elétrica seja constante. Leia com atencao: o presente
livro trata apenas de cargas lineares, que sdo aquelas cujas formas da tensdo e da corrente elétrica
sd0 as mesmas, ou seja, se uma tensdo senoidal for aplicada em um dispositivo, entdo a corrente
também serd senoidal. O mesmo pode ser dito sobre a aplicagdo de uma tensdo continua, que nos
dispositivos aqui estudados terd uma corrente também continua. Caso o estudante deseje aprender
sobre circuitos eletrénicos, que sdo nao lineares e, portanto, possuem formas de onda de tensao e de
corrente diferentes, deve procurar literatura especifica.

Leia com muita atengao o que é descrito neste paragrafo. No presente livro a tUnica
forma de onda alternada tratada serd a senoidal e o tinico sinal continuo tratado serd o constante.
Para simplificar as defini¢Ges, entdao sempre que ler fun¢do continua entenda como sinénimo de funcao
constante e sempre que ler funcdo alternada entenda como sindénimo de funcio senoidal.

E comum dizer-se tensdo CA (tens@o em corrente alternada), mas o que as pessoas querem dizer é
na verdade tensao alternada, o mesmo para tensdo CC (tensdo em corrente continua) que na verdade
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significa tensdo continua: termos como tensdo CA ou tensdo CC nédo serdo empregados neste livro
para nao causar confusdo, ainda que sejam aceitos e sejam utilizados costumeiramente sem serem
considerados erros (os autores do presente livro também os usam no dia a dia).

Videoaula 1.1 (Definicdes de CC e CA). Para mais informagdes sobre as defini¢oes de
valores continuos e alternados acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/-mT1D1ytq68

1.3.1 Notacao cientifica

Quando os niimeros sdo muito grandes ou muito pequenos é comum escrevé-los na forma de notagao

cientifica ou poténcia de 10, cuja forma é:
y x 107 (1.1)

Sendo que:
e y € o coeficiente;
e 10 é a base;
e 1 é 0 expoente.

Desta maneira, o nimero 1200 pode ser escrito como 1,2 x 10%. Ambas as formas de representacio
indicam a mesma quantidade, pois:

1,2 x 103 = 1,2 x (1000) = 1200

A mesma situagao é valida para o ntmero 0,137, que pode ser escrito como 137 X 1073. Deve-se
lembrar que 1072 é igual a 1 /1000 ou 0,001. Para provar que ambas as representagoes sao idénticas
os calculos sdo mostrados a seguir:

137 x 1073 = 137 x (1/1000) = 0, 137

Outro procedimento muito importante é a mudanca de expoente. O estudante deve ter em mente
que:

e Quando o expoente aumenta, a virgula do coeficiente é deslocada para a esquerda na mesma
quantidade de casas decimais que o expoente aumentou;

¢ Quando o expoente diminui, a virgula do coeficiente é deslocada para a direita na mesma quan-
tidade de casas decimais que o expoente diminuiu.


https://youtu.be/-mT1D1ytq68
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O exemplo [L.T] mostra como é feita a mudanca de expoente em alguns ntmeros.

Exemplo 1.1. Faga as mudancgas de expoente solicitadas a seguir:

(a)
(b)
()
(d)
(e)

Colocar o nimero 0,234 x 10° com expoente 6;
Colocar o nimero 0,17 x 10® com expoente 0;
Colocar o nimero 0,312 x 107% com expoente —3;
Colocar o niimero 15392 com expoente 4;

Colocar o nimero 45435,4 x 10~2 com expoente 3.

Solugao:

(a)

Como se deseja diminuir o expoente de 9 para 6, entdo a virgula deve ser deslocada 3 casas
decimais para direita. Assim o nimero 0,234 x 10° torna-se:

234,0 x 10°

Se apés a virgula hd apenas o nimero zero, entdo a virgula ndo precisa ser escrita e tem-se como
resposta:

234 % 108

Como se deseja diminuir o expoente de 3 para 0, entdo a virgula deve ser deslocada 3 casas
decimais para direita. Assim o nimero 0,17 x 10 torna-se:

170,0 x 10° = 170 x 10°

Lembrando que qualquer ntimero elevado a zero é igual a um (100 = 1), assim pode-se dizer que
170,0 x 10° = 170 x 10" = 170.

Como se deseja aumentar o expoente de —6 para —3, entdo a virgula deve ser deslocada 3 casas
decimais para esquerda. Assim o ntimero 0,312 x 1075 torna-se:

0,000312 x 1073

O nimero 15392 pode ser escrito como 15392,0 x 100, pois 10° = 1. Como se deseja aumentar
o expoente de 0 para 4, a virgula deve ser deslocada 4 casas decimais para a esquerda. Desta
maneira, a resposta é:

1,5392 x 10*

Como se deseja aumentar o expoente de —2 para 3, a virgula deve ser deslocada 5 casas decimais
para a esquerda. Assim o niimero 45435,4 x 1072 torna-se:

0,454354 x 103
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Operagdes com nimeros em notagao cientifica

E importante também que o estudante saiba realizar as quatro operagoes basicas (soma, subtragao,
multiplicac¢do e divisdo) com ntimeros representados em notagao cientifica. As operagdes sao descritas
a seguir:

Soma S6 pode ser realizada a soma de niimeros que possuam o mesmo expoente. O procedimento é
somar os coeficientes e conservar o expoente, como mostrado a seguir:

Y1 X 10* + Yo X 10% = (yl —l—yg) x 10*

Subtragdo S6 pode ser realizada a subtracdo entre nimeros que possuam o mesmo expoente. O
procedimento é subtrair os coeficientes e conservar o expoente, como mostrado a seguir:

y1 X 10" — yo x 10* = (y1 — y2) x 10

Multiplicagcao Pode ser feita com dois ntimeros que possuam coeficientes e expoentes distintos. O
procedimento é multiplicar os coeficientes e somar os expoentes, como mostrado a seguir:

(y1 x 10™1) x (y2 x 10™2) = (y x y2) x 10=1F+2)

Divisao Pode ser feita com dois nimeros que possuam coeficientes e expoentes distintos. O procedi-
mento é dividir os coeficientes e subtrair os expoentes, como mostrado a seguir:

Y1 X 10331 _ (&) % 10(m1—1‘2)
Y2 x 1072 Y2

Exemplo 1.2. Encontre o valor de z nas expressoes a seguir:

(a) = =5 x 10* + 530 x 10?

b) z=3x10"*-5x1072

(¢) z=(2x107%) x (4 x 10%)

(d) = (30 x 10°)/(5 x 107*%)

Solucao:

(a) Para realizar a soma deve-se colocar ambos os niimeros com o mesmo expoente, seja ele qual

for. Assim, pode-se modificar ambos os expoentes para 3 ou modificar o primeiro apenas (de 4

para 2). O problema poderia exigir que a resposta fosse dada usando um expoente especifico, o
que nao é o caso. Entdao pode-se escolher dar a resposta com expoente 4:

=5 x 10* + 530 x 102
z=5x10*+5,3 x 10*
r=(5+5,3) x 101

z = 10,3 x 10*

(b) Para realizar a subtragao deve-se colocar ambos os niimeros com o mesmo expoente. Como nao
foi solicitado nenhum expoente especifico, a resposta pode ser com o expoente —2:
r=3x10"*"-5x1072
z=0,03x10"2-5x 1072
z = (0,03 —5) x 1072
z=—4,97 x 1072



Capitulo 1. Matematica elementar e notacdo 13

(c) A multiplicagao ¢ feita multiplicando-se os coeficientes e somando-se os expoentes, como mos-
trado a seguir:

x=(2x107%) x (4 x 10%)
z=(2x4) x 10042
r=28x1072

(d) A divisao é feita dividindo-se os coeficientes e subtraindo-se os expoentes, como mostrado a

seguir:

30 x 10°

r=—-7
5 x 10—4

v (@) 105 (~4)]

5
z =06 x10°
O

Outra operacdo que o estudante pode ser obrigado a utilizar é a potenciacdo com nimeros em
notacdo exponencial, que é descrita na sequéncia:

Potenciacao Esta é feita empregando a seguinte expressao:
(z x 10™)™ = 2™ x 10("*™) (1.2)
A equagao (L2) evidencia que deve-se elevar o coeficiente ao expoente mais externo e multiplicar
os expoentes um pelo outro. A aplicacdo deste conceito é mostrada no exemplo [[3]
Exemplo 1.3. Calcule o valor de x, dando a resposta com o expoente seis, nas expressoes a seguir:
(a) = (5 x 1014
(b) = =400 x 10° + (2 x 10%)3.
Solugao:

(a) Para encontrar o valor de x, basta elevar o coeficiente a quarta poténcia e multiplicar os expoentes
(2 x 4), como ¢é mostrado a seguir:
z = 5% x 109

Isto resulta em:
z =625 x 108

Foi solicitado que a resposta fosse dada com expoente seis, portanto a resposta é:

x = 62500 x 10°

(b) Neste item do exemplo, o primeiro termo ja esta com expoente seis, s falta realizar a potenciagao
do segundo termo e coloca-lo com expoente seis também. Isto é feito a seguir:

x = 400 x 10° + 2% x 10(3%3)

Resultando em:
z = 400 x 10% + 8 x 10°

Colocando ambos os termos com expoente seis, tem-se:

z = 400 x 10% + 8000 x 10°

Realizando a soma chega-se a resposta final:

x = 8400 x 10°
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Videoaula 1.2 (Célculos utilizando a poténcia de 10). Para mais informagdes sobre como
realizar operagoes matemdaticas com expoente na base 10 acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/d6pHML7enlg

1.4 Muiiltiplos e submultiplos

Outra forma de representar niimeros é empregando o conceito de miiltiplos e submultiplos. Basta
substituir a base com o expoente pelo seu multiplo ou submiltiplo correspondente. Os principais
multiplos e submultiplos sdo mostrados na tabela [[L2l Note na referida tabela que os multiplicadores
(chamados de multiplos quando o expoente é positivo e submiltiplos quando o expoente é negativo),
podem ser representados por prefixos e estes podem ser abreviados. Pode-se escrever que a corrente
elétrica tem valor I = 1000 A ou, empregando a notacio cientifica, I = 1 x 10% A. Usando o miltiplo
correspondente escreve-se que I = 1kA (com o k mintsculo e 1é-se um quilo ampeére). Outros casos
sdo mostrados no exemplo [[4]

Tabela 1.2: Multiplos e submiiltiplos.

Multiplicador | Prefixo | Abreviacao do prefixo
10° giga G
10° mega M
10° quilo k
1073 mili m
1076 micro u
1079 nano n

Exemplo 1.4. Nos itens a seguir, faca o que é solicitado.

(a) Represente o valor 155 kW empregando o miltiplo giga;

(b) Represente o valor 0,0034 V empregando o submiltiplo mili;

(c) Represente o valor 2,3 pA como um nimero convencional (sem usar notacgao cientifica);
)

(d) Represente o valor 1050350€2 empregando o miltiplo mega.


https://youtu.be/d6pHML7en1g
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Solugao:

(a) 155kW ¢ igual a 155 x 10>W. O niamero representado com o expoente 6 (giga) é igual a
0,155 x 10° W. A resposta final é, portanto, 0,155 GW.

(b) 0,0034V representado com o expoente —3 (mili) é igual a 3,4 x 1073 V. A resposta final é,
portanto, 3,4mV. O m do mili é minisculo e isto deve ser respeitado sempre.

(c) 2,3 uA éigual a 2,3 x 107% A, que também corresponde a 0,0000023 A.

(d) 1050350 representado com o expoente 6 (mega) é igual a 1,050350 x 10° Q. A resposta final
é, portanto, 1,050350 M.

d

Videoaula 1.3 (Como utilizar mdltiplos e submdltiplos). Para ver um pouco mais sobre
como compactar um valor muito grande ou muito pequeno de uma grandeza que tenha
unidade de medida utilizando os multiplos e os submultiplos acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/aw00o58GwdvY

1.5 Resumo do capitulo

Alguns itens de grande importancia sdo descritos resumidamente a seguir:

e Fungbes continuas ndo possuem alteragdo de sinal, mesmo que sua forma de onda nado seja
constante. Fungdes alternadas sao periddicas cujos valores oscilam (ora positivo e ora negativo);

e No presente livro, assim como no dia a dia da maioria dos profissionais de eletricidade, o termo
continuo serd usado como sinénimo de constante e alternado como sindénimo de senoidal;

e A notagdo cientifica é a representagdo de valores usando a poténcia de 10, conforme segue:
y x 107;

e Pode-se realizar as operagoes de soma, subtragdo, multiplicacdo, divisdo e potenciacdo com
nimeros escritos em notacao cientifica;

e Sao utilizadas abreviacoes dos multiplos e submultiplos para diminuir a representagao de grande-
zas de valores muito grandes ou muito pequenos. Estes miltiplos e submultiplos sdo amplamente
utilizados nos textos técnicos e nos didlogos entre profissionais. Vocé vai falar muito sobre cor-
rentes de mili ampeéres ou de quilo amperes quando estiver trabalhando.


https://youtu.be/aw0o58GwdvY
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Problemas propostos

Problema 1.1. Encontre o valor de x nas expressoes a seguir. Coloque as respostas com o expoente
do ntimero na notacao cientifica indicada.

(a) = =10,0005 x 107 + 10000 x 1074, a resposta deve estar com o expoente 3, ou seja, Y x 10%;
(b) = =5000 x 10% — 10000000 x 107!, a resposta deve estar com o expoente 6;

(c) =12 % 107% x 3 x 1073, a resposta deve estar com o expoente —6;

12 x 1074
(d) z= 3x10-3" a resposta deve estar com o expoente 0;
(e) 10 X 10° sposta d st te 0
e) * = ———, a resposta deve estar com o expoente 0;
2 x 102
12 x 10* + 80 x 103
(f) = 50 :_104 , a resposta deve estar com o expoente 0;

(g) =30 x 10% + 30000 x 10% — 0,0003 x 10'3, a resposta deve estar com o expoente 9;
(h) z=0,5x 10% + 50 x 10% x 1000 x 1073, a resposta deve estar com o expoente 3;
(i) == (3 x10%)* = (5 x 10%)5, a resposta deve estar com o expoente 12.

Problema 1.2. Nos itens a seguir, faca o que é solicitado.

a) Represente o valor 20 A empregando o multiplo quilo;

(
(b) Represente o valor 23mV empregando o submiltiplo micro;
(
(d

)
)

c¢) Represente o valor 100 MW empregando o multiplo giga;
) Represente o valor 1000 m§2 empregando o multiplo quilo;
)

(e) Represente o valor 2342 nF empregando o submiltiplo mili.
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Capitulo 2

Fundamentos de eletricidade

2.1 Introducao

O presente capitulo inicia discutindo sobre o fendmeno da resisténcia a passagem de corrente
elétrica em dispositivos. A discussio é feita sob os pontos de vista microscépio e macroscépio. Do
ponto de vista macroscopio é possivel realizar medigoes das grandezas tensdo e corrente e, via a lei
de Ohm, determinar o quanto um dispositivo é mais ou menos permissivo a passagem de corrente
elétrica. As equacoes de poténcia em dispositivos resistivos também sao apresentadas, assim como a
mudanca do valor da resisténcia pelo aquecimento, que pode ser causado pela prépria dissipacao de
calor resultante da passagem de corrente ou por fonte de calor externa.

2.2 Estrutura atomica da matéria

O modelo de estrutura do &tomo descrito nesta secdo é muito simplificado, ndo servindo para
andalise detalhada de muitos fenémenos elétricos conhecidos. Porém, o modelo simplificado aqui utili-
zado permite compreender de forma satisfatéria os fendomenos descritos no decorrer deste livro. Serd
considerado, portanto, que o atomo pode ser representado por um nicleo e pela eletrosfera, que sao
mostrados na figura 2.1] e descritos como:

Ntcleo Regido na qual encontram-se os prétons, que sao particulas que possuem carga elétrica posi-
tiva, e os néutrons, cujas cargas sio neutras (nem positivas e nem negativas);

Eletrosfera Regido na qual encontram-se os elétrons, que sdo particulas que possuem carga elétrica
negativa. A eletrosfera é a regidao no entorno do nticleo e na qual os elétrons movimentam-se.
Cada elemento quimico tem certo niimero de camadas na eletrosfera, porém na figura 2] é feita
a representagdo de um atomo de Hélio (He), que possui apenas uma tnica camada na qual os
seus dois elétrons se movimentam. O caminho no qual o elétron movimenta-se é chamado de
orbita do elétron e também é destacado na figura 2.1l

E sabido que as cargas opostas se atraem e que esta forca de atracio aumenta se as cargas opostas
ficam mais préximas uma da outra. Se as forcas de atragdo entre os elétrons e prétons sdo mais
intensas quando as distancias entre eles diminuem, entdo quanto mais préximos estiverem a érbita e o
niucleo, maior sera a forga de atragdo. Desta maneira, é mais “facil” retirar de um atomo um elétron
que circula em uma érbita mais distante do nicleo do que um que circule numa 6rbita mais préxima
do mesmo ntucleo. A palavra “facil” é utilizada para expressar um menor gasto de energia para retirar
um elétron mais distante do nicleo do que um mais préximo. Entao tenha em mente que um material
bom condutor deve ser aquele que tem como caracteristica ter elétrons “facilmente” retirados do seu
atomo para que possam circular.

18
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elétrons

prétons \—9 @

nucleo

e

néutrons orbita

Figura 2.1: Ilustracao simplificada da estrutura do atomo de Hélio.

2.3 Tensdo (d.d.p.) e corrente elétrica

Uma grandeza elétrica que necessita ser definida para que se possa avangar nos estudos sobre ele-
tricidade é a carga elétrica, a qual é uma medida de quantidade de elétrons. Define-se uma quantidade
de 1,6 x 10'Y elétrons como sendo igual a uma carga elétrica de 1coulomb ou, usando a simbologia,
1C.

Suponha-se que um fio de area da secdo transversal circular, como mostrado na figura 2.2, e que
pode-se medir a quantidade de elétrons que atravessa esta se¢do transversal circular em certo tempo.
Se ha fluxo de elétrons pela area da secado transversal, entao diz-se que hé corrente elétrica, simbolizada
pela letra I. A quantidade de carga elétrica dividida pelo tempo é chamada intensidade da corrente
elétrica, que matematicamente pode ser escrita como:

Q

I=-%
At

(2.1)

Sendo @ a quantidade de carga elétrica e At o intervalo de tempo em que foi medido o fluxo de
elétrons. Na universidade usamos a simbologia I = d@/dt, mas para este livro ndo trataremos de
taxas de variacdo complexas a ponto de precisarmos do calculo diferencial. Obviamente, se todos
os elétrons estdo parados, a intensidade da corrente elétrica é nula (zero). Neste caso pode-se dizer
também que nao ha corrente elétrica circulando no fio. Se a quantidade de carga é medida em coulomb
(C) e o intervalo de tempo em segundos (s), entdo tem-se que a corrente elétrica é dada em amperes,
unidade que é representada pela letra A. Ainda é necessario salientar que:

1. A corrente elétrica tem, além da intensidade, um sentido;

2. O sentido da corrente elétrica é convencionado como sendo o sentido oposto ao movimento dos
elétrons ou no mesmo sentido dos portadores de carga positivo. Na figura fica claro que o
sentido da corrente elétrica é o contririo do sentido dos elétrons, pois vé-se que a indicacdo de
movimento dos elétrons “saltando” para o atomo vizinho a direita, enquanto que a indicacao da
corrente elétrica I é mostrada com uma seta para a esquerda. O motivo desta opcio é pelo fato
de que os elétrons tém carga negativa e se a corrente elétrica fosse medida no mesmo sentido
dos elétrons seria também negativa. Como os prétons nao se movimentam, pois ficam fixos no
nucleo, foi definida a corrente elétrica em sentido oposto ao movimento dos elétrons, assim o
valor obtido é positivo.

17 ~ o . < s 4.
Tons sdo exemplos de portadores de cargas positivos, mas este nivel de detalhe ndo é objeto de estudo do presente
livro j& que os ions surgem em situagdes particulares.
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Figura 2.2: Elétrons movimentam-se “saltando"de um atomo a outro.

Exemplo 2.1. Calcule o valor da corrente elétrica que atravessa certo fio, sabendo que em sua secao
transversal passa uma carga de 32C em 8s.

Solugao:

Empregando diretamente a equacao (2.1) encontra-se o valor da corrente elétrica que atravessa
este fio. Tem-se entdo que em um intervalo de tempo At = 8s uma carga () de valor 32 C percorre o
fio, entao:

=2
8
I=4A

A corrente elétrica quantifica o fluxo de cargas elétricas que atravessam uma secao transversal de
um fio ou um outro meio em 1s. Neste livro é dado énfase nos célculos de valores de corrente elétrica,
ainda que seja importante entender o conceito de cargas elétricas para que fiquem claros varios outros
conceitos apresentados.

O

Para que haja corrente elétrica em um dispositivo elétrico, é aplicada uma tensao (também chamada
de diferenga de potencial ou d.d.p.) em seus terminais; ver figura 23] na qual é representada uma
fonte de tensdo e suas polaridades (positiva e negativa). A tensdo é uma medida da quantidade de
energia necessdria para que se crie a corrente elétrica desejada em um dispositivo. E chamada de fonte
de tensao ideal (observe como ela é representada na [2.3]) o dispositivo em que a tensdo é constante
em seus terminais independentemente da poténcia elétrica que ele fornega ou da corrente que por ela
circule. A grandeza elétrica tensdo sera representada neste livro pela letra U e a unidade da tensao é
o volt, representada pela letra V. Portanto, no decorrer deste livro o estudante lera frases como: um
dispositivo tem em seus terminais uma tensdo U = 10V e é atravessado por uma corrente elétrica de
intensidade I = 5 A. Deve ficar claro que a letra U indica a grandeza elétrica tensao e a letra V indica
a unidade volt, assim como a letra I indica a grandeza corrente elétrica e a letra A indica a unidade
ampere.

+
U — Dispositivo

- |
<

Figura 2.3: Fonte de tensao alimentando um dispositivo elétrico.

Uma analogia pode ser feita em relacdo ao fluxo d’agua e a corrente elétrica, assim como outra
pode ser feita em relagdo a uma bomba hidraulica e uma fonte de tensao. O fluxo normal da dgua se
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da como na figura , de uma altura maior para uma menor, isto devido a gravidade. Para fazer
o fluxo de dgua seguir de uma altura menor para uma maior deve-se fornecer energia, no caso uma
bomba hidraulica faz isto, como mostrado na figura Quanto maior for o fluxo de dgua, mais
energia terd de ser fornecida pela bomba hidraulica; efeito similar acontece em um circuito elétrico.
Se nao hé nenhuma fonte de energia, os elétrons ndo se movimentam. Quando uma fonte de tensao
é ligada no circuito, entdo a energia é fornecida e os elétrons se movimentam levando consigo energia
para realizacdo de alguma tarefa (movimentar ou aquecer algo, por exemplo) nos dispositivos. Assim
como a agua empurrada pela bomba hidréulica percorre um tubo, os elétrons impulsionados pela fonte
de tensado se movimentarao pelos fios até o dispositivo.

El»uxo d’agua Fluxo d’agua

—

Bomba hidraulica

— I e W—
— \

(a) Fluxo d’dgua de uma altura maior para uma (b) Fluxo d’dgua de uma altura menor para uma

menor. maior, devido ao uso da bomba hidraulica.

Figura 2.4: Fluxo de agua utilizado para entendimento dos conceitos de tensao e corrente
elétrica.

Videoaula 2.1 (Sobre definicdes de tensdo e corrente). Para mais informagoes sobre os
conceitos de tensao (ddp) e corrente elétrica acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/t7xpkXybvSU

2.4 Materiais condutores, isolantes e semicondutores

Deve-se lembrar que a corrente elétrica é definida como sendo o fluxo ordenado de elétrons através
de um meio e que uma fonte de tensdo pode fornecer energia para a movimentacao destes elétrons
para que seja possivel que um dispositivo transforme a energia elétrica em movimento ou calor, por


https://youtu.be/t7xpkXybvSU
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exemplo.

Os fios sdo, portanto, um elemento importante do circuito elétrico e sao feitos de materiais cuja
estrutura atémica permite que os elétrons sejam facilmente retirados da sua ultima camada, ou,
dizendo de outra forma, os fios sao feitos de materiais que conduzem a corrente elétrica facilmente. Ha
também os materiais cuja estrutura atéomica dificultam a retirada de um elétron do atomo, ou seja,
dificultam a circulacido de corrente elétrica. Quanto ao grau de dificuldade da circulagdo da corrente
elétrica em certo tipo de material, pode-se dizer que ha trés classificacoes, descritas a seguir:

Condutores Sao os materiais que oferecem facilidade a circulagao de corrente elétrica. Pode-se dizer
também que os materiais elétricos condutores sdo aqueles que nao oferecem muita resisténcia a
circulagdo de corrente elétrica;

Isolantes Sdo os materiais que oferecem dificuldade a circulagdo de corrente elétrica. Pode-se di-
zer também que os materiais elétricos isolantes sdo aqueles que oferecem muita resisténcia a
circulagdo de corrente elétrica;

Semicondutores Sao os materiais elétricos que se comportam em algumas situagoes como condutores
e em outras como isolantes.

Define-se como fio ideal aquele fio que ndo impde qualquer dificuldade a passagem de corrente
elétrica ou, dizendo de outra forma, que o fio ideal é aquele cuja resisténcia & passagem de corrente
elétrica é nula. Na secao [2.7] sdo mostrados mais detalhes sobre materiais condutores e isolantes.

2.5 Resisténcia e condutancia elétricas

Resisténcia elétrica ou simplesmente resisténcia é a grandeza elétrica que permite mensurar quanto
um meio se opoe a passagem de corrente elétrica. Quanto maior for a resisténcia, maior sera dificuldade
de haver movimentacdo de elétrons e, inversamente, quanto menor for a resisténcia maior serd a
facilidade de haver movimentagdo de elétrons.

A resisténcia é representada pela letra R e seu valor é dado pela lei de Ohm (em homenagem ao
seu autor, de mesmo nome). Matematicamente a lei de Ohm ¢ escrita como:

R== (2.2)

A figura [2.5(a) mostra a ilustracdo de uma resisténcia em um circuito elétrico na qual tem-se que U
é a tensao da fonte e também dos terminais da resisténcia e I a corrente elétrica que a atravessa. A
unidade da resisténcia é o ohm, cujo simbolo é €.

U (V)
I
+
U —— ? R
- I(A)
(a) Circuito elétrico com uma tnica (b) Representacao grafica da lei de Ohm.
resisténcia.

Figura 2.5: Resisténcia alimentada por uma fonte de tensao.
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Outra forma muito comum de se expressar a lei de Ohm é isolando a tensdo, o que permite escrever:

U=RI (2.3)

As expressoes das equagoes (2.2)) e (23] representam o mesmo fendmeno, sé estao escritas de forma
diferente. A lei de Ohm pode ser comprovada experimentalmente com o seguinte procedimento:

1. Coloca-se um valor baixo de tensdo nos terminais de um resistor (dispositivo que possui uma
certa resisténcia) e anota-se o valor de corrente elétrica que percorre o mesmo;

2. Aumenta-se em pequenos intervalos o valor da tensdo aplicada e anota-se cada valor de corrente
elétrica correspondente;

3. Traca-se o gréfico dos valores de tensao pelos respectivos valores de corrente elétrica.

Percebe-se entdo que o grafico resultante serd uma reta, como a mostrada na figura [2.5(b)l Isto evi-
dencia que a relacdo entre as varidveis tensao e corrente é linear. Portanto, a resisténcia, representada
pela letra R, é constante.

Exemplo 2.2. Um dispositivo elétrico é conectado pelos seus terminais a uma fonte de tensdo de
127V . Calcule o valor da corrente elétrica que o atravessa, sabendo que o dispositivo pode ser
representado por uma resisténcia de 10 €.

Solugao:

Como sao conhecidos os valores da tensao nos terminais do dispositivo e o valor da resisténcia que
o representa, pode-se usar a equagdo (23]) para encontrar a corrente elétrica:

U =RI
U
I==
R
712
10
I=12,7A

d

Outra grandeza elétrica que permite aos profissionais da eletricidade saber sobre a resistividade de
um material é a chamada condutancia, representada pela letra G. Ela é o inverso da resisténcia, ou
seja:

1
G=— (2.4)
R

A unidade de condutancia é o siemens, representado de maneira mais compacta pela letra S.
Assim, enquanto um valor elevado de resisténcia representa um alto grau de dificuldade & circulagao
da corrente elétrica, um valor elevado de conduténcia representa um alto grau de facilidade a circulagao
de corrente elétrica.

2.6 Resistor

Resisténcia é uma grandeza elétrica e pode representar dispositivos elétricos como, por exemplo,
um fio, entre outros. Ha4 um dispositivo elétrico em especial que é muito utilizado, que é chamado de
resistor: alguns modelos sdo mostrados na figura Os da figura sdo pequenos e utilizados
em circuitos eletrénicos que demandam fragoes ou algumas unidades de watts e os da ﬁgura sao
bem maiores e utilizados em circuitos elétricos de maior porte, que demandam poténcias de centenas
ou milhares de watts.

O resistor ¢ feito de material condutor e é utilizado em circuitos eletronicos para alterar valores de
tensao ou de corrente elétrica e na industria é utilizado, por exemplo, para diminuir o valor da corrente
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(a) Resistor para circuitos eletroni- (b) Resistor para circuitos de elevada potén-
cos. O menor deles tem em torno cia. Possuem em torno de 30 cm de com-
de 5 mm. primento e sdo cilindros ocos para facilitar a

circulacdo de ar e evitar aquecimento exces-
sivo.

Figura 2.6: Fotos de alguns tipos de resistores.

elétrica num curto circuito, simular uma carga durante testes, entre outras aplicagoes. Conforme é
detalhado na secdo 2I0.0], a circulagio de corrente elétrica faz com que o meio no qual ela estd
passando se aquega e por isso sdo empregados também para aquecer agua, por exemplo. Os chuveiros
elétricos operam baseados neste principio, pois o resistor se aquece, a dgua flui por ele e retira calor do
mesmo: esta agua é despejada no banhista a uma temperatura maior do que a que entrou no chuveiro.
Saliente-se que o resistor nao fica conectado o tempo todo, pois apenas quando a agua flui é que o
circuito é fechado de forma automatica. Se o fluxo de agua é cortado e a corrente elétrica continua a
fluir pelo resistor, entao ele se aquecera em demasia e pode romper parte de sua estrutura pelo excesso
de calor: quando isto ocorre comumente é dito que o chuveiro queimou, porém pode ser restaurado
trocando o resistor danificado por um novo.

Saliente-se a diferenca entre resisténcia e resistor. Resisténcia é uma grandeza elétrica, enquanto
resistor é um dispositivo. A resisténcia pode representar os resistores, os fios ou mesmo uma instalagao
elétrica inteira: pode-se dizer que a resisténcia representa a transformacao de energia elétrica noutra
forma qualquer, ainda que nos estudos iniciais de eletricidade o habitual é praticar a transformacao
energia elétrica=energia térmica. A rigor deve-se dizer uma frase como, por exemplo, “o valor da
resisténcia de um resistor é igual a 102”7, porém, é comum se dizer: “um resistor de 10Q2”. Ambas
as formas sdo compreensiveis e aceitaveis. Apesar de habitualmente se dizer que “a resisténcia do
chuveiro queimou”, isto estd errado, pois o dispositivo fisico que foi danificado é o resistor. Nao
perca seu tempo instruindo o vendedor da loja de materiais elétricos e peca “uma resisténcia nova
para chuveiro” para evitar conversar demais, ainda que vocé saiba que esta é a forma errada de se
expressar.

O resistor cujo valor é constante, independentemente da tensao nos seus terminais e da corrente
elétrica que o atravesse é chamado de resistor 6hmico.

Exemplo 2.3. Um técnico de laboratério submeteu os terminais de um resistor R as tensdes apre-
sentadas na tabela [ZIl Para cada valor de d.d.p. ele mediu a intensidade da corrente elétrica que
percorria o resistor R e estes dados também se encontram na tabelaZIl Calcule o valor de R utilizando
a lei de Ohm.
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Tabela 2.1: Valores de tensao e corrente elétrica medidas no experimento descrito no

exemplo 2.7
Tensao (V) | Corrente elétrica (A)
10 19
15 7.4
20 10,1

Solugao:
O valor de R pode ser encontrado utilizando qualquer um dos trés pares ordenados d.d.p. wversus
corrente elétrica (U, I). Porém, serdo utilizados os trés pares para comparacao.

Empregando o primeiro par ordenado, encontra-se

Uy 10
=L == =2040
L 49 7

Empregando o segundo par ordenado, encontra-se

Us 15
R=7 7 ,03

Empregando o terceiro par ordenado, encontra-se

Us; 20
R I3 10,1 , 98

Percebe-se que os trés valores encontrados sdo muito proximos. Em condigoes ideais eles seriam
iguais. Porém, mesmo em um laboratério com bons instrumentos ha alguma imprecisdo nas medidas.
Para se determinar um valor tinico pode-se calcular a média aritmética dos trés valores encontrados,

como feito a seguir:
R R1+]§2+R3 _ 6,??5 — 2,020

Para mais informagoes sobre as relagdes entre

Videoaula 2.2 (Sobre a lei de Ohm).
tensao, corrente e resisténcia acesse a videoaula a seguir

e https://youtu.be/DwWOVQbO5Dc

-I'
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2.7 Calculo do valor da resisténcia

A resisténcia R de certo fio pode ser calculada a partir do seu comprimento (denotado pela letra
1), drea da se¢io transversal (denotado pela letra A) e da resistividade elétrica, ou simplesmente
resistividade, do material que o fio é composto. O simbolo que representa resistividade é o p (1é-se
“r6”). A resisténcia de um fio é dada por:

I
R= % (2.5)

As unidades no sistema internacional sdo: | em m, A em m? e p em © x m. Entretanto, os fios séo
identificados nas normas brasileiras usando a drea em mm? e é esta dltima unidade que é utilizada
no decorrer deste livro. E muito comum ver pessoas cometendo o erro de dizerem que desejam
comprar um cabo de 4 mm, quando na verdade deveriam dizer que desejam um cabo de 4 mm?, pois
estdo especificando a area da segdo transversal, que é um dos parametros que define a quantidade de
corrente suportavel pelo cabo: ndo cometa este erro! As unidades neste novo contexto tornam-se:

e [ em m;

e Aem mm?;

e pem Q x mm?/m.

2.7.1 Resistividade

A resistividade é uma grandeza importante na selecdo do material a ser utilizado para construir
qualquer dispositivo elétrico e é uma caracteristica intrinseca de cada material, servindo como critério
para que se saiba se certo material é condutor ou isolante. Lembre-se que na secao [Z4] foi dito que
o material condutor possui elétrons livres e sdo facilmente retirados do seu d4tomo quando é aplicada
uma d.d.p., enquanto que os materiais isolantes ndo possuem elétrons livres e que para retira-los do
seu atomo ¢é necessario aplicar uma d.d.p. muito elevada.

Para que a andlise da caracteristica condutora de um material nao seja feita levando em conta
a sua estrutura atdomica foi criado o conceito de resistividade, que define os materiais condutores e
isolantes de maneira mais simples. Assim, se a resistividade for elevada ¢é dificil tirar os elétrons do
seu atomo, mas se a resistividade for baixa é relativamente ficil tird-los do seu dtomo.

O valor da resistividade de materiais condutores (como o cobre, o ouro, a prata e o aluminio) e
isolantes (como a EBONITE, que é um tipo de borracha, e o vidro) sdo postos na tabela[Z2 Note que
os materiais isolantes possuem resistividades significativamente maiores que os materiais condutores.

Tabela 2.2: Materiais e seus valores de resistividade.

Material | p a 20°C (2 x mm?/m)
Cobre 0,0172
Aluminio 0,0282
Prata 0,0159
Ouro 0,0244
Ferro 0,01
Carbono ~ 35
Vidro 10%6 a 10%
EBONITE ~ 10"

O estudante deve perceber a diferenca entre resisténcia e resistividade. Esta ultima é uma carac-
teristica intrinseca do material e serve para se avaliar se é melhor utiliza-lo para construir um meio
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condutor ou isolante, enquanto que a resisténcia é a propriedade que um dispositivo elétrico qualquer
tem em se opor a passagem de corrente elétrica e seu valor depende ndo somente da resistividade
do material do qual o fio é construido, mas também do seu comprimento e da sua area, como fica
evidente na equacao (2.0)). Desta maneira, dois fios de mesmo comprimento e area, porém feitos com
materiais diferentes (por exemplo, um de aluminio e outro de cobre) terao resisténcias diferentes, pois
o aluminio e o cobre possuem resistividades diferentes.

Exemplo 2.4. Calcule:

(a) O valor da resisténcia de um fio de ouro de 3m de comprimento e de area da segdo reta de
2

)

2mm
(b) Se este fio fosse feito de cobre qual seria o valor da resisténcia dele?
Solugao:

(a) O uso da equagao ([2.3) permitir calcular o valor da resisténcia do fio diretamente, pois todos
os valores necessarios sdo conhecidos: | = 3m, A = 2mm? ¢ p = 0,0244Q x mm?/m (valor
encontrado da tabela 2:2)). A resisténcia R do fio é:

pl

R=~

A
10,0244 x 3

2
10,0732

2
R =0,0366 0
R = 36,6mQ

R

(b) Se este fio fosse feito de cobre entdo o valor da resistividade seria diferente. Consultando a
tabela encontra-se que p = 0,0172Q x mm?/m. Assim encontra-se:

~0,0172 x 3
N 2
0,0516
R=-
2
R =0,02580
R =25,8mf

Como o cobre é melhor condutor (possui menor resistividade) que o ouro, entdo um fio de mesmo
comprimento e mesma area possui resisténcia menor que um de ouro.

Se vocé comprar equipamentos de dudio muito caros, verd que muitos possuem seus terminais
elétricos de ouro, que é um material significativamente mais caro que o cobre: mas por que
utilizar o ouro se o cobre é melhor condutor? E que o cobre oxida mais rapidamente que o ouro
e isto piora a conducdo elétrica. Para garantir a qualidade dos contatos por maior tempo, se
utiliza esta cobertura de ouro nos terminais elétricos (diz-se que os terminais sdo banhados a
ouro) de equipamentos mais caros e sofisticados. O exemplo dado, de um fio de 3 m, é puramente
ilustrativo, pois um fio de ouro desse tamanho nao é economicamente viavel.

d

Exemplo 2.5. Um fio possui resisténcia de 0,3 2. Sabendo que ele é feito de cobre e que a area da
secdo reta é de 8mm?, calcule o seu comprimento.
Solucgao:
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Secdo reta é a mesma coisa que secao transversal. A resisténcia do fio é de 0,3 (2, ou seja, R = 0,3 (2.
O cobre tem resistividade de 0,01729 x mm?/m (ver tabela Z2), entdo o valor da comprimento do
fio pode ser encontrado usando a equacao (2.5]). Tem-se assim que:

R =

=
X R

A

| =

hs

_0,3x38
~0,0172
24
~0,0172

[ =139,53m

O comprimento é enorme (maior que 100 m). Quando fazemos projetos elétricos ndo nos preocupamos
somente com o valor da resisténcia do fio, pois a queda de tensdo ou d.d.p nele pode ser significativa.
O condutor ideal de resisténcia nula e, portanto, de queda de tensdo nula, ndo existe. Quando vocé
estudar como fazer projetos elétricos vera técnicas de selegdo do melhor condutor para alimentagao
dos dispositivos de uma instalacdo e o comprimento deste condutor serd levado em consideragdo. Isto
nao é tratado no presente livro.

a

Exemplo 2.6. Um técnico encontrou um pedago de um material desconhecido. Ele possui a area da
secao reta de 32mm?, comprimento de 0,1m e resisténcia de 100Q. Qual o valor da resistividade do
material?

Solugao:

7
F=7
RA
P=
100 x 32
0,1

p =32000Q x mm?/m

Note que pelo alto valor da resistividade, o material nao é apropriado para conduzir corrente elétrica
e deve ser empregado para construcdo de algum isolador elétrico. Os isoladores elétricos chamados
buchas isoladoras (ver trés delas no transformador mostrado na figura [Z7) podem ser vistos nos
postes e sao feitos de material ceramico. O estudante estudard este equipamento se cursar disciplinas
de tecnologia de equipamentos elétricos ou de manutencao elétrica.

a
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Figura 2.7: Foto de um transformador que possui trés isoladores de cerdmica do tipo
bucha; estas estao instaladas na parte de cima.

Videoaula 2.3 (Resistividade dos materiais e a resisténcia de dispositivos). Para mais
contetudo sobre a resistividade acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/Sg7CIPwbR-U

2.8 Resisténcia variando com a temperatura

O resistor 6hmico tem como caracteristica o fato de possuir o valor de sua resisténcia constante,
ainda que a intensidade da corrente elétrica que o atravesse seja alterada. Na realidade o aumento
no valor da corrente elétrica intensifica o efeito Joule, que é o nome dado a criagdo de calor criada
pela circulacdo da corrente em um material resistivo. Ao se aquecerem, os resistores passam a ter seus
elétrons de sua estrutura movimentado-se de maneira mais desordenada e isto pode ser interpretado
como o aumento do valor da resisténcia, ja4 que uma menor quantidade de elétrons se deslocard no
sentido da corrente elétrica (haverd mais movimento lateral com o aumento da desordem). Assim,


https://youtu.be/Sg7CJPw5R-U
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pode-se dizer que ao se aquecer significativamente um resistor, a sua resisténcia aumenta@.

A variagio da resisténcia com a temperatura depende do tipo de material do qual um resistor é feito.
Em geral, sdo preferiveis os materiais cuja resisténcia varia pouco com o aumento de temperatura na
construgao de resistores, porém, pode-se utilizar a relacdo entre o valor da resisténcia e a temperatura
para se construir dispositivos de outros tipos, como, por exemplo, os varistoresﬁ.

O resistor que varia o seu valor com a temperatura e, portanto, com a corrente elétrica (ja que a
circulagao dos elétrons aquece o resistor) é chamado de resistor nao 6hmico.

A expressdo que permite calcular a resisténcia em temperaturas diversas é:

Ry = Rog + Rog X oo x AT (2.6)
Sendo:
e Rp é o valor da resisténcia a uma temperatura 7’

e Ry é o valor da resisténcia a uma temperatura de 20°C. Este valor é um valor de referéncia,
desta maneira, os fabricantes informam o valor da resisténcia para 20°C;

e « ¢é o coeficiente de temperatura do material. Quanto maior o valor de o maior é a elevacao
da resisténcia com o aumento da temperatura. A tabela [2.3] fornece os valores do coeficiente de
temperatura para varios materiais. A unidade do coeficiente de temperatura é 1/°C;

e AT =T —20°C indica a variacdo de temperatura em relagdo a temperatura de referéncia, que

é 20°C.

Tabela 2.3: Materiais e seus coeficientes de temperatura.
Material | « (1/°C)

Cobre 0,0039
Aluminio 0,0039
Prata 0,0038
Ouro 0,0034

Carbono | =~ —0,0005

Exemplo 2.7. Um resistor é feito de cobre e a temperatura de 20°C a sua resisténcia é de 1kQ. Ele
aqueceu devido a passagem de corrente elétrica (efeito Joule) e sua temperatura elevou-se para 40°C.
Qual é o valor da resisténcia deste resistor nesta nova temperatura?

Solugao:

Interpretando o enunciado e organizando os dados fornecidos pode-se escrever:

L R20 =1kQ = 10009,
o T =40°C;

e a=0,0039 1/°C (o valor do coeficiente de temperatura do cobre foi obtido na tabela 2.3]).

®Boa parte dos materiais condutores de fato tém seu valor de resisténcia elevado com o aquecimento, porém ha
materiais semicondutores cuja resisténcia diminui com o aumento da temperatura. Neste livro, ndo é tratada da teoria
de materiais semicondutores. Verifique o valor do coeficiente de temperatura (pardmetro que serd descrito na sequéncia
do texto) para saber se ele eleva o valor da resisténcia ou ndo. Se o coeficiente for negativo, entdo o aumento na
temperatura na verdade diminui o valor da resisténcia.

3Vocé pode fazer uma busca na Internet e encontrar facilmente a definicio de varistor, assim como suas aplicagdes.
Adianto que quando a tensdo no varistor se eleva de forma perigosa, sua resisténcia diminui e isto é utilizado para desviar
a corrente do circuito principal.
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Usando a equagao (Z6]) (lembre-se que AT =T — 20°C) e substituindo os valores, encontra-se:

Rr = Rog + Rog X a x AT
Ry49 = 1000 + [1000 x 0,0039 x (40 — 20)]
Ry0 =1000+4+ 3,9 x 20
R4 = 1000+ 78
Ry =10780Q
Ry = 1,078kS2

Note que com um aumento de 20°C houve um aumento de apenas 0,0078% no valor da resisténcia.
Grande parte dos resistores sdo construidos com materiais cuja variacdo da resisténcia com a tem-
peratura é insignificante e, por isso, podem ser considerados para fins praticos como sendo resistores

ohmicos.
O

Exemplo 2.8. Na falta de um termdmetro para medir a temperatura ambiente de certo local de
uma industria, um técnico utilizou o seguinte artificio: pegou um resistor feito de prata, colocou-o
no local que desejava conhecer a temperatura e depois de alguns minutos mediu a resisténcia deste
resistor. Obviamente se a temperatura varia, entdo a resisténcia deste resistor também se altera. A
20°C a resisténcia do resistor de prata vale 500€2, depois de ser colocado no local em que desejava
medir a temperatura ambiente, o técnico mediu um valor de resisténcia de 540€). Qual é o valor da
temperatura ambiente?

Solugao:

Interpretando o enunciado e organizando os dados fornecidos, pode-se escrever:

e Roy = 500;
e T =7 E a varidvel que deseja-se descobrir o valor;
e Rp =540€;
e a=0,0038 1/°C (o valor do coeficiente de temperatura do cobre foi obtido da tabela 2.3));
Usando a equagao (Z.6]) e substituindo os valores encontra-se a varia¢ido da temperatura:
RT:R20+R20 XO[XAT
540 = 500 + [500 x 0,0038 x AT
540 — 500 = 1,9 x AT
40=1,9 x AT
40

1,9
AT = 21,05°C

AT

Lembre-se que AT é a variagdo da temperatura em relagdo a temperatura de referéncia 20°C, ou

seja:
AT =T-20
T =AT+20
T =21,05+ 20
T =41,05°C

A temperatura no local onde o resistor de prata foi utilizado é 41,05°C
O
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2.9 Reostato

Foi mostrado anteriormente que a resisténcia de um resistor varia de acordo com a temperatura.
Também foi discutido que quando se projeta um resistor, deve-se levar em consideragao:

o As suas dimensdes (comprimento e drea da se¢do transversal) e;
e O material utilizado na construgao.

A maioria das aplicagoes exige resistores que nio variem sua resisténcia, porém ha algumas aplicagoes
que o operador deseja alterar o valor da resisténcia de maneira controlada. Ao resistor que possui dis-
positivos que permitem a um operador alterar o valor da sua resisténcia é dado o nome de reostato. A
figura 2.8 auxilia no entendimento do conceito do reostato. O principio de funcionamento do reostato
¢é baseado na circulacdo de corrente apenas pelo comprimento desejado. Dessa maneira, se a corrente
elétrica flui por todo o comprimento do reostato a resisténcia é maxima, porém se a corrente elétrica
flui por um comprimento menor, entao a resisténcia diminui. Dispositivos como estes eram necessarios
para dar partidas em motores, pois o valor maior da resisténcia diminui a corrente elétrica; depois que
o motor passava a operar normalmente, o operador poderia zerar o valor da resisténcia do reostato.
Reostatos sdo utilizados em eletronica para alterar os niveis de tensoes medidas nos divisores de tensao
(tema tratado no capitulo B]). A seguir dois comentérios ajudardo no entendimento do reostato:

(a) A figura [2.8(a)| mostra uma resisténcia e as setas indicam o sentido da corrente elétrica. Vé-se
que a corrente elétrica tem de percorrer todo o comprimento [ indicado;

(b) Imagine agora que pode-se modificar a posigdo de uma conexao no resistor, como mostrada na
figura 2.8(b)l Neste caso a corrente elétrica percorre um comprimento menor e, dessa maneira,
tem-se uma resisténcia menor.

—_—
l 1 <1
(a) Resisténcia com corrente elétrica (b) Resisténcia com corrente elétrica
atravessando todo o seu compri- atravessando parte do seu compri-
mento. mento.

Figura 2.8: Ilustragoes para explicacao do conceito de reostato.

Os mecanismos utilizados na construcao de reostatos ndo sao descritos neste livro, porém o es-
tudante deve ter em mente que eles geralmente sdo construidos com a alteracdo do comprimento,
como descrito anteriormente, ou alterando a forma como sao associados (série ou paralelo, mas este
assunto é tema do capitulo B]). A figura [2.9(a)| mostra um reostato de elevada poténcia, enquanto a
figura [2.9(b)| mostra a representacao do reostato em um circuito elétrico.

Antes de finalizar a discussao sobre reostato, é necessario salientar que a tecnologia evoluiu e ele
foi substituido em muitos casos por sistemas eletronicos, pois ao se conectar um reostato ao circuito
aumenta-se o efeito resistivo e as perdas por efeito joule, assunto que estudard nas proximas se¢ées. Por
exemplo, em partidas de motores o uso de sistemas eletronicos que controlam a tensao de alimentagao
sdo mais adequados, pois sdo eficientes do ponto de vista energético. Ainda assim os reostato sao
muito utilizados, mesmo em circuitos de poténcia, seja por serem robustos (dificeis de sofrerem danos)
ou para testes: é muito comum que se utilize reostatos como carga de testes antes de ligar uma fonte
de tensao na carga real, por exemplo.
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A

(a) Reostato de grande poténcia. Geralmente é fe- (b) Simbolo que repre-
chado para evitar o contato das pessoas com as par- senta o reostato em um
tes condutoras. Vé-se a direita uma manivela que circuito elétrico.

pode ser girada para alterar o valor da resisténcia.

Figura 2.9: Reostato.

2.10 Poténcia

Se um circuito elétrico é composto por uma fonte de tensdo e uma resisténcia, como mostrado
na figura , entdo pode-se determinar o valor da corrente elétrica circulante empregando a lei de
Ohm e a poténcia elétrica. Para perfeito entendimento do contetido desta segdo, algumas defini¢oes
sdo apresentadas a seguir:

Energia Grandeza fisica que mensura a capacidade de alguma pessoa ou dispositivo realizar alguma
tarefa. Alguém bem alimentado possui energia para a préatica esportiva, enquanto um desnutrido
nao possui energia para ser gasta durante a atividade fisica. O mesmo acontece com os disposi-
tivos. Por exemplo, o motor a combustdo de um automével s6 opera se for posto no tanque o
combustivel adequado para que fornega a quantidade de energia que ele precisa. Pode-se fazer
uma andlise similar para os dispositivos elétricos, que utilizam a energia elétrica para realizar
alguma tarefa, como, por exemplo, aquecer agua para o banho, iluminar etc.;

Poténcia Grandeza fisica que mensura o gasto ou a geracdo de energia em um tempo especifico.
Exemplos de equipamentos cuja descricdo do fabricante destaca a poténcia sdo muitos. Pode-
se comparar, por exemplo, dois automédveis que se diferenciem apenas pela poténcia dos seus
motores. O carro de maior poténcia conseguird, partindo da velocidade nula, chegar a uma
velocidade de 100km/h mais rapidamente do que o de menor poténcia, pois a quantidade de
energia liberada nesta aceleracdo é maior pelo automével de maior poténcia. Assim, o veiculo
de menor poténcia levard mais tempo para que o motor forneca a energia necessiria para que o
mesmo atinja os 100km/h. Note-se que ambos alcancardao a mesma velocidade final, porém, o
de maior poténcia o fard mais rapidamente.

Neste livro parte do contetido dedica-se a descrever dispositivos que gerem ou consumam ener-
gia/poténcia elétrica e, portanto, posteriormente serao destacadas as relagoes entre grandezas elétricas
como tensdo, corrente elétrica e resisténcia para se encontrar o valor da energia/poténcia desejada.

2.10.1 Efeito Joule

O atrito se da devido ao contato fisico entre duas superficies em movimentos relativos entre si. Se
as superficies sao muito lisas, o atrito menor do que entre superficies rugosas. Uma pista de gelo é
uma superficie lisa (com baixo atrito e, por isso, escorregadia) e uma pista de asfalto é uma superficie
rugosa (com elevado atrito e, por isso, é utilizado na construgao de estradas). Veja que neste caso o
atrito criado pelo asfalto é uma caracteristica desejada, pois carros circulando por pistas escorregadias
(com pouco atrito) certamente levarao a acidentes mais frequentes. Quanto maior for o atrito entre as
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superficies em contato, maior serd a liberacao de calor. De maneira contraria, se duas superficies lisas
se movimentam em contato uma com a outra, o atrito serd pequeno e a liberagdo de calor também.
Em choques entre particulas se dd um efeito similar, pois ha atrito durante o choque e, portanto,
liberacao de calor.

Considere-se o caso particular de um resistor sendo percorrido por correntes elétricas, como o
mostrado nas duas ilustracoes da figura 210l A figura mostra o movimento ordenado de
elétrons e pode-se notar que ha uma quantidade minima de choques entre eles e, portanto, pouco
atrito e geracdo de calor. Ja na figura o fluxo de elétrons nao estd tdo ordenado e os choques
entre os elétrons sao mais frequentes, havendo assim maior liberacao de calor do que o caso anterior.
Havera também choques entre os elétrons livres (que estdo se movimentando) e os nicleos, o que
também gera calor. Quanto maior a corrente elétrica, maior serd a quantidade de choques e mais calor
serd liberado.

&S —_ = —_ —_— —_—— —_— _—_— = - \\ —_——
N < 7
—_ -, e =, =, —_— // = 2 // = -
- =20 =, & 5 = N \\ // _- //' = //
-, a0 = =y =, —_— —_ = //' = //' \\
(a) Fluxo ordenado de elétrons em um resistor. (b) Fluxo desordenado de elétrons em um resistor.

Figura 2.10: Corrente elétrica em um resistor.

Ressalte-se que a representagdao do movimento dos elétrons mostrada nas ilustragoes é apenas para
evidenciar as situacgoes de fluxo dos elétrons, mas que na pratica o material é composto por dtomos que
possuem nucleo com néutrons e protons, cujas dimensoes sao significativamente maiores que as dos
elétrons. Portanto, uma ilustragao mais realista deveria mostrar também o choque entre os elétrons
e os nucleos, que constituem a maior parte do dtomo. Elétrons movendo-se em fila e sem choques,
portanto, ndo sdo encontrados na pratica.

Como explicado anteriormente, quando um meio é percorrido por corrente elétrica ele dissipa calor.
Ao efeito da dissipagao de calor devido & passagem da corrente elétrica é dado o nome de efeito Joule.

Videoaula 2.4 (Sobre o efeito Joule a a poténcia elétrica). Para mais informagdes sobre
como se da o processo de dissipagdo de calor numa resisténcia percorrida por corrente
elétrica acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/I0tMNb3ngPO
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2.10.2 Equacodes de poténcia elétrica

A partir desta secdo desenvolve-se 0 equacionamento necessario para que o estudante consiga pre-
ver matematicamente o valor da poténcia em um dispositivo resistivo se forem conhecidas previamente
algumas grandezas elétricas. E necessdrio salientar que a poténcia calculada sé representa a dissipacio
de calor em dispositivos elétricos como, por exemplo: resistores eletronicos, industriais ou de chuveiro;
fios etc. Entretanto, muitas vezes se utiliza o conceito de resisténcia para representar outros equipa-
mentos que realizam trabalho de outra forma que nao seja somente geracdo de calor. Em capitulos
posteriores isto ficard mais evidente.

Considerando um circuito elétrico com uma fonte de tensao ligada aos terminais de uma resisténcia,
entdo haverd uma corrente circulando. A poténcia P é dada por:

P=UI (2.7)

A depender do problema pode ser 1til ter em mente outras expressoes que facilitam o calculo da
poténcia. Assim sdo desenvolvidas na sequéncia outras maneiras de calcular P. Uma das formas é
utilizando a lei de Ohm na forma:

U=RI (2.8)

Substituindo a tensao U da equacao (2.8)), na equacao (Z7)), tem-se entdo que:

P=UI
P=(RI)I
o que resulta em:
P = RI? (2.9)

Ainda pode-se desenvolver outra expressdo para o cdlculo de poténcia. Sabe-se, da lei de Ohm,
que:

I = - (2.10)

Entao substituindo a corrente elétrica I da equacao (2.I0) na equagdo (Z7), encontra-se:

P=UI
U
P=U|—=
(%)
resultando em:
UZ
P=— 2.11
A (211)

Pode-se utilizar qualquer uma das trés expressoes dadas pelas equagoes (Z7), (Z9) e ZII) que
serd obtido o mesmo valor de poténcia elétrica. E necessario avaliar cada problema e as varidveis
dadas para saber qual das equagOes permite encontrar a resposta mais facilmente.

A unidade de poténcia é watt, cuja abreviagdo é a letra W.

Exemplo 2.9. Os terminais de um resistor, cuja resisténcia tem valor de 1 MSQ, sdo submetidos a
uma tensao de 127V. Calcule:

(a) A intensidade da corrente elétrica que atravessa o resistor;
(b) A poténcia dissipada pelo resistor;
(c) O valor da conduténcia que representa o resistor.

Solugao:
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(a) A intensidade da corrente elétrica é encontrada empregando a lei de Ohm:

U 127
= —=—"""_ —127x 1075 = 127 uA
R~ 1x100 710 Th

(b) A poténcia dissipada pelo resistor pode ser encontrada de trés maneiras:

(1) A partir dos valores de d.d.p. nos terminais da resisténcia e da corrente que a atravessa:
P=UI=(127) x (127 x 107%) = 16129 x 1075 = 16,129 x 1073 = 16,129 mW
(2) A partir dos valores da resisténcia e da intensidade da corrente elétrica que a atravessa:
P = RI* = (1 x 10%) x (127 x 1079)? = 16,129 mW
(3) A partir dos valores da resisténcia e da tensdo em seus terminais:

2 2
P:U— 127

(c) A resisténcia e a conduténcia representam o grau de oposigao que um material oferece a passagem
de corrente elétrica, porém, um é o inverso do outro. O cédlculo da condutancia G solicitada é:
1 1 1

G=—== = =1x10%=1uS
R 1x106 1000000  ~ K

Uma conduténcia tdo pequena indica dificuldade a passagem de corrente, mas ja sabiamos disso,
pois a resisténcia de 1 M2 é muito grande.

a

Videoaula 2.5 (Célculos de poténcia elétrica). Para estudar um pouco mais sobre cdl-
culos de poténcia em elementos resistivos acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/cnBI7pcL3HE

[m];%; [m]

2.11 Resumo do capitulo

De maneira resumida pode-se destacar as seguintes informacoes dadas no decorrer do presente
capitulo:


https://youtu.be/cnBI7pcL3HE
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Em um modelo simplificado do dtomo, pode-se representd-lo por um niicleo (no qual estdo os
prétons e néutrons) e pela eletrosfera (na qual circulam os elétrons). Quanto menos energia se
gasta para retirar os elétrons do dtomo (pois orbitam afastados do nicleo) mais condutor é o
material. Se um material impde grande dificuldade a retirada de elétrons (orbitam préximos ao
nicleo), entao diz-se que ele é um péssimo condutor, podendo ser utilizado como isolante;

A carga elétrica é medida em coulomb (1 C = 1,6 x 10'? elétrons). A quantidade de carga
elétrica que flui em uma determinada area, dividida pelo tempo ¢é igual a intensidade da corrente
elétrica (I = Q/At). A unidade de corrente elétrica é o ampeére, abreviado pela letra A;

A tensdo U é a grandeza que mensura a quantidade de energia gasta para movimentar os elétrons
e sua unidade é o volt, abreviado pela letra V;

O entendimento das relagbes entre as grandezas tensdo, corrente elétrica e resisténcia, dados
pela lei de Ohm (U = RI) é fundamental para a compreensao da teoria de circuitos elétricos.
Se a resisténcia é constante, ainda que sejam alterados os valores de tensao e corrente elétrica,
diz-se que é 6hmica. Caso seu valor ndo seja constante caso a tensdo e a corrente se alterem,
entao ela é do tipo ndo 6hmica;

A corrente, ao circular pelo resistor, causa um aquecimento e este fenémeno é chamado de efeito
Joule. A poténcia dissipada em forma de calor pelo resistor pode ser calculada utilizando-se as
equagdes P = UI = U?/R = RI*;

A resisténcia de um fio ou um resistor pode ser calculada se sdo conhecidos o seu comprimento,
a sua area da segao transversal e a sua resistividade, segundo a relacdo R = pl/A;

A resisténcia dos fios e resistores, entre outros dispositivos, varia com a temperatura, segundo a
equagdo Ry = Rog+ Rog X a x AT'. Se o valor da resisténcia ndo varia com a temperatura, caso
ideal, o resistor é chamado de resistor 6hmico;

Chama-se de reostato, o resistor construido de forma que seja possivel variar o valor da sua
resisténcia de forma controlada, via, por exemplo, alteracdo do comprimento do resistor.

Problemas propostos

Problema 2.1. Calcule o valor da resisténcia de um fio de aluminio de 50m de comprimento e de
bitola 16 mm?. Se este fio fosse de cobre, qual seria o valor da resisténcia?

Problema 2.2. Precisa-se saber a resistividade de materiais enviados a uma fabrica. Os trés materiais
foram enviados em forma de fios de drea da secdo reta circular e possuem as seguintes dimensoes: 0,5 m
de comprimento e 16 mm?de 4rea da secdo reta. Nos terminais de cada um destes trés fios mediu-se
com um ohmimetro os seguintes valores de resisténcia:

Material 1: 1 m2
Material 2: 4 m$2

Material 3: 62

Calcule o valor da resistividade de cada material. Se vocé tivesse de escolher um destes materiais para
fabricar uma fita isolante de eletricidade, qual dos trés seria a melhor opgao? Justifique sua resposta.

Problema 2.3. Qual a area da se¢ao reta de um fio de cobre de 120m de comprimento e resisténcia
de 0,507

Problema 2.4. Quais os valores das resisténcias a 10°C de dois resistores, um de cobre e outro de
aluminio, se na temperatura de 20°C eles tém resisténcia de 1kQ?
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Problema 2.5. Um resistor de ouro tem a 50°C uma resisténcia de 0,5 €. Qual é o valor da resisténcia
deste resistor na temperatura de referéncia de 20°C?

Problema 2.6. Para medir a temperatura de um local desenvolveu-se um medidor baseado na va-
riagdo da resisténcia com a temperatura e no uso do ohmimetro (instrumento que mede o valor da
resisténcia). Sabe-se que a 20°C o resistor tem resisténcia de 102. Ao ser instalado em um local
proximo dos motores da fabrica, o técnico mediu com um ohmimetro uma resisténcia de 10,62 no
resistor. Qual a temperatura préximo dos motores? Dado: o resistor é feito de prata.

Problema 2.7. Calcule os valores de resisténcia quando certo resistor é submetido a aumentos de
temperatura de 20°C, 40°C e 60°C em relacdo a temperatura padrao. Dados: o resistor possui
resisténcia de 5 k2 a 20°C e é feito de um material novo cujo coeficiente de temperatura vale 0,002 1/°C.

Problema 2.8. Calcule o valor das resisténcias a 80°C, de resistores feitos, respectivamente, de prata,
cobre, ouro e aluminio quando suas resisténcias séo de 1Q a 20°C.

Problema 2.9. Considere que certo dispositivo elétrico pode ser modelado por uma resisténcia 6hmica
de 50 e que ele é alimentado em seus terminais por uma d.d.p. de 220V, entao:

(a) Calcule os valores das poténcia e intensidade da corrente elétrica consumida por este dispositivo;
(b) Calcule o valor da conduténcia que modela este dispositivo;

(c) Calcule os valores das poténcia e intensidade da corrente elétrica se a alimentagdo do dispositivo
tem o valor alterado para 380V.

(d) No caso do valor da alimentacdo ser alterada, o que acontece com os valores da resisténcia e
conduténcia que modelam o dispositivo?

Problema 2.10. Considere para este problema que a rede elétrica fornece apenas tensoes de 220 V.
Um técnico foi a uma loja de materiais elétricos e identificou trés chuveiros, nos quais havia os seguintes
dados identificados na embalagem:

Chuveiro do fabricante 1 4400 W e 220V,
Chuveiro do fabricante 2 4400 W e 127 V;
Chuveiro do fabricante 3 4400 W e 380V.

Considere que a troca de calor entre os resistores e a dgua faz com que a temperatura dos resistores
nao se altere significativamente e os mesmos possam ser considerados de resisténcias constantes.

(a) Calcule as intensidades das correntes e poténcias elétricas no caso dos chuveiros serem instalados
na rede elétrica;

(b) Verifique se eles operam com a poténcia elétrica como identificada pelo fabricante nas respectivas
embalagens;

(c) Considerando aspectos praticos pode-se instalar os trés chuveiros nesta rede sem risco deles se
danificarem?

Problema 2.11. Tem-se uma bateria de 12V alimentando um dispositivo que consome uma poténcia
de 0,8kW. Resolva os itens a seguir:

(a) Calcule a corrente elétrica consumida por este dispositivo;

(b) Se o dispositivo for representado em um circuito elétrico por uma condutancia G, qual seria o
valor de G?
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Problema 2.12. O filamento de uma lampada incandescente pode ser representado por uma resis-

téncia ohmica [. Se as lampadas de um determinado fabricante possuem na embalagem os valores
127V e 60 W, responda:

(a) Quais os valores das corrente elétrica e poténcia se esta lampada for ligada em uma tomada de
220V?

(b) O que acontecera com esta lampada se for ligada nesta tomada de 220 V?

4Faz algum tempo que é proibido fabricar e comercializar este tipo de lampada no Brasil, pois ela é muito ineficiente:
um quarto exigiria uma lampada incandescente de 40 W enquanto que uma lampada LED de 10 W iluminaria o mesmo
quarto adequadamente. Na pratica a lampada incandescente estd longe de poder ser modelada por uma resisténcia
O6hmica, pois ela opera com altas temperaturas e certamente a sua resisténcia varia bastante em comparacio ao valor
quando nao estava acesa.



Capitulo 3

Circuitos resistivos basicos

3.1 Introducao

Neste capitulo sdo descritas técnicas para calcular valores de grandezas como tensdo, corrente e
poténcia em circuitos com uma unica fonte de tensao e que possuem mais de uma resisténcia. Para
encontrar as grandezas de interesse de alguns circuitos, o estudante tem de aprender como calcular a
resisténcia equivalente, que é um conceito que serd utilizado em toda a sua vida profissional.

3.2 Associacao de resisténcias

As segoes B.2.T], e B23 mostram como podem ser resolvidos alguns problemas de circuitos
empregando o conceito de resisténcia equivalente. Desta maneira, o estudante conseguira simplificar
um circuito complexo e transforma-lo em uma Unica resisténcia, o que facilita os calculos. As figu-
ras e mostram, respectivamente, o circuito original e a sua resisténcia equivalente, que
é simbolizada por R, e que é dada por:

Rey =

U
— (3.1)

Sendo U a d.d.p. entre os terminais da associagdo de resisténcias e I a corrente total (ver ilustragoes
da figura Bl para identificar U e I).

(a) Circuito original. (b) Circuito represen-
tado pela resisténcia
equivalente.

Figura 3.1: Circuitos para analise do conceito de resisténcia equivalente.

R, substitui toda a associagao, entdo a sua poténcia consumida ¢é igual a de toda a associacao.

40
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No caso do circuito da figura Bl tem-se que:
Pr,, = Pp, + Pr, + Pry + Pr, + Pr; + PR,

Para resumir, define-se resisténcia equivalente como uma resisténcia tnica que pode representar
os efeitos de todas as resisténcias do circuito original, de maneira que a tensdo nos terminais da
associacao de resisténcias seja a mesma que a dos terminais de Ry, a corrente que flui pelos terminais
da associacao ¢ a mesma que circula por R, e que a poténcia consumida por toda a associacao ¢ a
mesma consumida por Re,.

3.2.1 Associacao de resisténcias em série

Resisténcias estdo associadas em série quando os terminais sdo ligados conforme mostrado na
ﬁgura de tal maneira que todas sdo atravessadas pela mesma corrente. O célculo da resisténcia
equivalente simplifica o circuito, conforme mostrado na figura Saliente-se que na figura
o circuito tem apenas trés resisténcias, mas pode-se ter qualquer quantidade delas associadas em série.
Na sequéncia ¢ mostrado como se calcula R.,.

R,

U
(a) Circuito elétrico com resistores em série. (b) Circuito represen-

tado pela resisténcia
equivalente.

Figura 3.2: Resisténcia equivalente em circuitos com resisténcias em série.

Da figura [3.2(a)| identifica-se que:
I = Il — I2 — 13 (32)

U = U1 +Us+Us
U = RiI1 + Rols + R3l3 (3.3)

Substituindo (3:2) em (B.3]), obtém-se:

= RiI+ Rol + R3l
(Rl + Ry + R3)I

~S g g
|

Comparando as equacoes (3.1)) e (3:4) nota-se que:
Req:R1+R2+R3

Portanto, o valor da resisténcia equivalente de uma associacdo em série é encontrado fazendo-se a
soma das resisténcias. Para o caso de n resisténcias associadas em série, tem-se que:

Req:R1+R2+R3‘|‘"'+Rn (35)
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Exemplo 3.1. Calcule os valores da d.d.p., da poténcia e da intensidade da corrente na resisténcia
de 202 do circuito mostrado na figura [3.3(a)}

1
5Q 1092 15Q 2092 >
W W—AN—W N
100V —— ? 5002

|| -
|

4 _

100V

(a) Circuito elétrico com resisténcias em série. (b) Circuito representado pela resis-

téncia equivalente.

Figura 3.3: Circuitos referentes ao exemplo [3.11

Solugao:

A corrente que atravessa as quatro resisténcias é a mesma e sua intensidade pode ser encontrada
facilmente se R4 for calculado, como é mostrado a seguir. Empregando a equagao (B.5) com os valores
do circuito em estudo, encontra-se:

Reg =5+10+ 15420 = 50

O circuito com a resisténcia equivalente com a indicacdo da corrente é mostrado na figura|3.3(b)}
A intensidade da corrente que atravessa a resisténcia equivalente é, portanto:

1
p10
50

Como a corrente que atravessa as resisténcias da associacao em série ¢ a mesma que atravessa R,
entdo tem-se que a corrente que atravessa a resisténcia de 20€) é Isgo = 2 A.

Analisando novamente o circuito da figura [3.3(a)| e lembrando da lei de Ohm (U = RI), pode-se
calcular a d.d.p. nos terminais da resisténcia de 20§2, que é dada por:

UQQQ:20X2:40V

A associacdo em série de resisténcias é chamada de divisor de tensdo, pois a tensao da fonte se divide
por todas as resisténcias associadas. A poténcia na resisténcia pode ser calculada, por exemplo, usando
os valores da tensdo nos terminais da resisténcia e a corrente que a atravessa, obtendo-se:

PQQQ = UQOQIQOQ =40 x2=80W

Note que a tensao utilizada no célculo da poténcia na resisténcia de 20€) é a d.d.p. em seus terminais
(40 V) e ndo o valor de 100V que é a d.d.p. nos terminais da associacdo em série de resisténcias.

a
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Videoaula 3.1 (Sobre R, e associagdo de resisténcias em série). Para mais informagoes
sobre a definicdo de resisténcia equivalente e associacdo de resisténcias em série acesse a
videoaula a seguir:

o https://youtu.be/CE-ugECIMis

3.2.2 Associacao de resisténcias em paralelo

Resisténcias estao associadas em paralelo quandos seus terminais estdo ligados conforme mostrado
na figura de tal maneira que todas possuam a mesma d.d.p. em seus terminais. O célculo
da resisténcia equivalente simplificara o circuito conforme mostrado na figura . Saliente-se
que na figura o circuito tem apenas trés resisténcias, mas pode-se ter qualquer quantidade de
resisténcias em paralelo. Na sequéncia é mostrado como se calcula Re,.

Da figura identifica-se que:

U=U, =U,="Us; (3.6)

I:_[1+I2+I3 (37)

Lembrando da lei de Ohm, pode-se encontrar os valores das correntes elétricas que atravessam
cada uma das resisténcias, assim (Iy = Uy /Ry, I = Uy /Rs e I3 = Us/R3). Portanto, pode-se escrever
a equacao ([B.1) como a seguir:

UL Uy Us

I=—+— 3.8
Ry + Rs * R3 (38)
Substituindo U da equagao (3.6 na equacao (3.8]), obtém-se:
I = E + E + 2
Ry Ry Rs
1 1 1
[ = (=4 =~ +—)U
(Rl Ry  Rg3 )
A S S 59
U R Ry Rs '
Sendo Req; = U/I, entdao 1/R., = I /U, portanto, equagao ([3.9) pode ser escrita como:
1 1 1 1
=— (3.10)

Req R1+R_2+R_3


https://youtu.be/CE-ugECJM1s
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T R
1;+M _

Uy
I Ri
+ Uy
I3 Ri Req
4 Tus T I
! |
* U + U -
(a) Circuito elétrico com resisto- (b) Circuito represen-
res em paralelo. tado pela resisténcia
equivalente.

Figura 3.4: Resisténcia equivalente em circuitos com resisténcias em paralelo.

A equacao (BI0) mostra como pode-se calcular a resisténcia equivalente de um circuito com trés
resisténcias. Para o caso de n resisténcias associadas em paralelo, tem-se que:

Dois casos especiais devem ser destacados:

1. Circuitos com apenas duas resisténcias em paralelo. Neste caso tem-se:

1 1 1 _R1+R2

Ry Ri R RixRs

Portanto:
R1 X R2
=——- 3.12
“d R+ Ry ( )
2. Circuitos com N resisténcias de mesmo valor em paralelo. Neste caso tem-se:
N N
1 1 1 1 1+41+---4+1 N
R R R R R R
Portanto:
R
Req = N (313)

Uma notagdo usual para resisténcias em paralelo é escrever //, assim pode-se dizer que as resis-
téncias Ry, Re e R3 na figura|3.4(a)| estdo em paralelo ou simplesmente escrever Ry//Ry//R3.

Exemplo 3.2. Calcule o valor da poténcia total consumida pelas quatro resisténcias do circuito

mostrado na figura [3.5(a)|
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I
+ +
—— 100V—— 2,40
100V —= 50 =100 ;159%209 B ? )
(a) Circuito elétrico com resistores em paralelo. (b) Circuito representado pela resis-
téncia equivalente.
Figura 3.5: Circuitos referentes ao exemplo
Solugao:

O valor da poténcia total consumida pelas quatro resisténcias é o mesmo da poténcia consumida
pela resisténcia equivalente. Portanto, o primeiro passo para solucionar este problema ¢é calcular R,
obtido com a utilizacdo da equacdo ([BII]) e com os valores de resisténcia do circuito em estudo. Req
¢é dado por:

L1 1. 1 1
Reg 5 10 15 20

1 12+6+4+3

R 60
125
Req 60
entao:
60
Req == %
Reg = 2,40

A figura|3.5(b)| mostra o circuito com a resisténcia equivalente. A poténcia entdo pode ser encontrada
por:

U? 1002

P = — =
total Req 2’4
Ptotal — 4 166, 7W

Ptotal == 4, 167 kW

Note que Pt pode ser encontrado também multiplicando o valor da d.d.p. nos terminais de R,
pela intensidade da corrente que a atravessa, ou seja:

U 100
= —— = 41,67TA
Reg 2,4 ,67

I =

portanto:
Piotag = UI =100 x 41,67 =4167TW = 4,167TkW
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Videoaula 3.2 (Sobre associacdo de resisténcias em paralelo). Para mais informagoes
sobre a associacao de resisténcias em paralelo acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/SE-0d8pEooY

Videoaula 3.3 (Sobre casos especiais da associacdo em paralelo de resisténcias). Para
mais informacoes sobre a a associacdo de resisténcias em paralelo quando elas forem iguais
ou houver apenas duas delas acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/XGltxRx3x91

¥
oty
s
[m] Rt

L
3.2.3 Associacao mista de resisténcias

Quando em um mesmo circuito hé resisténcias associadas em série e em paralelo diz-se que ha uma
associagao mista de resisténcias. Identificadas as formas de ligagoes das resisténcias (em série ou em
paralelo) deve-se realizar as devidas simplificagoes para encontrar o valor da resisténcia equivalente.

Uma sugestao para que o estudante encontre R., de maneira mais facil é:

Passo 1 Identificar todas as resisténcias que estdo associadas em série e entdo calcular a resisténcia
equivalente delas;

Passo 2 Identificar todas as resisténcias que estao em paralelo e entdo calcular a resisténcia equiva-
lente delas;

Passo 3 Repetir os passos 1 e 2 até encontrar Re,.


https://youtu.be/SE-od8pEooY
https://youtu.be/XGltxRx3x9I
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14 Q 9Q 230
1092 5Q 7Q 220 11,24
A
I
- | | |
I N | B N | B N | -
220V 220V 220V
(a) Circuito elétrico original. (b) Circuito depois (¢) Circuito represen-
de realizadas as as- tado pela resisténcia
sociagoes em série. equivalente.

Figura 3.6: Circuitos referentes ao exemplo [3.3l

Exemplo 3.3. Calcule o valor da corrente I que passa pela fonte de tensdo do circuito mostrado na
figura

Solucgao:

Observando o circuito da figura [3.6(a)| nota-se que:

o As resisténcias de 142 e de 9(2 estdo em série, resultando em uma resisténcia equivalente de
14 +9 = 23€;

e As resisténcias de 102, 5Q e 7Q também estdo em série, resultando em uma resisténcia equi-
valente de 10+ 5+ 7 = 22 Q).

O circuitp mostrado na figura ilustra como fica a representacdo apos os calculos serem
realizados. E possivel perceber que as resisténcias de 23 e 22() estdo em paralelo. A resisténcia
equivalente total é, portanto, dada por:

23 x 22

“ T 234 22

O circuito mostrado na figura permite concluir que a corrente I que atravessa R., ¢ 0 mesmo
que atravessa a fonte, e seu valor é:

= 11,240

220
= = 19,56 A
11,24 ’
O
Exemplo 3.4. Calcule o valor da resisténcia equivalente, vista a partir dos a e b, do circuito mostrado
na figura [3.7]
Solugao:

Identificar quais resisténcias estdo em série e quais estao em paralelo ficard mais facil se o circuito
for redesenhado com fios mais retos, como mostrado na figura O estudante deve comparar as
ilustragoes para perceber que ambos os circuitos possuem ligagoes idénticas, ainda que os desenhos
sejam feitos de maneira diferente.

A principal dificuldade dos(as) estudante talvez seja perceber a ligagdo em paralelo das duas
resisténcias de 6 e, portanto, deve dar atenciio especial a esta conexao. E sugerido que o estudante
redesenhe o circuito original por conta prépria para exercitar.

Agora que o circuito estd redesenhado de maneira mais clara, pode-se entao continuar a solucionar
a questao. Seguindo a metodologia proposta, primeiro faz-se as simplifica¢Ges dos trechos nos quais as
resisténcias estao em série e depois em paralelo; isto é refeito até que se encontre R.,. Primeiramente
deve-se encontrar as resisténcias ligadas em série e estas s@o indicadas na mesma figura A
seguir comentdrios sobre estas associagoes:
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1082

20 b

62

a

Figura 3.7: Circuito elétrico relativo ao exemplo 3.4}

o As resisténcias de 12 e 22 estdo em série e podem ser substituidas por uma tnica equivalente
de valor 3 2;

e Asresisténcias de 1,5Q e 1,5 estdo em série e podem ser substituidas por uma tinica equivalente
de valor 3 ().

A figura (3.8(b)| mostra o circuito apés as operagdes em série.

O passo seguinte é identificar as resisténcias conectadas em paralelo e isto ja esta feito na fi-
gura . Deve-se lembrar que quando resisténcias de valores iguais estdo em paralelo, entdo a
resisténcia equivalente é obtida dividindo o valor das resisténcias pela quantidade. Realizando a ope-
racdo em paralelo:

3Q
21,50
2 )0
€
62
230
2 3

Entao o circuito fica ainda menor, como mostrado na figura [3.8(c)}.

Como o método utilizado diz que deve-se procurar alternadamente as resisténcias em série e em
paralelo, entdo agora volta-se a buscar as resisténcias em série, que sdo mostradas no circuito da

figura [3.8(c)
Finalmente fica evidente a ligacdo em paralelo entre as resisténcias de 11,5 e 32, o que resulta
em:

_IL5x3 L o
‘11,543 7

O circuito mostrado na figura [3.8(e)| é equivalente ao original (figura B.7)) se for levada em conside-
ragao apenas os terminais a e b como pontos de andlise para medicdo da corrente, tensdo e poténcia.
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109

109

62

MAN—

be

(a) Destaque para resisténcias em série.

109

AW

1, 5Q§

3Q

Wy

» 4 be

(c) Destaque para resisténcias em sé-
rie.

2, 380

» A

o bn

(d) Destaque para re-
sisténcias em paralelo.

Wy

a

b

(e) Resisténcia equivalente
vista entre os terminais a e

b.

Figura 3.8: Circuitos relativos ao exemplo [3.4l

(b) Destaque para resisténcias em paralelo.
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Videoaula 3.4 (Sobre associacdo mista de resisténcias). Para mais informagdes sobre
associagdo mista de resisténcias acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/H7JPaZDZn20

3.3 Resisténcia equivalente vista de varios terminais

Algo a ser salientado é que o valor da resisténcia equivalente em um circuito depende dos terminais
pelos quais deseja-se calcular R.,. Isto fica mais claro se os circuitos da figura [3.9 sao analisados.

10
ae /\/\/\/ ae
19
29§ §3Q 2Q§
30
b e b e
(a) (b)
C e C e
19 30
=30 10=
20 20
b e 0.

() (d)

Figura 3.9: Resisténcia equivalente vista de varios terminais.

Na figura [3.9(a)| vé-se o circuito original, com os terminais a, b e ¢ em destaque. Destes trés
terminais pode-se calcular trés resisténcias equivalentes distintas, como descrito a seguir:


https://youtu.be/H7JPaZDZn20
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Reg(ap)y Para o célculo da resisténcia equivalente entre os terminais a e b, o circuito pode ser redese-
nhado para melhorar a visualizagdo conforme mostrado na figura Vé-se que o terminal
¢ foi eliminado, j4 que a andlise a ser feita ndo o leva em consideracdo. Identifica-se que as
resisténcias de 1Q e 3() estdo em série, resultando em uma equivalente de 1 + 3 = 4); esta

resisténcia de 4) estd em paralelo com a de 2§2, resultando na resisténcia equivalente total
Reg(ar)y = 2//4=(2x4)/(2+4)=4/3=1,33¢;

Req(hey Para o calculo da resisténcia equivalente entre os terminais b e ¢, o circuito pode ser redesenhado
para melhor visualizacdo conforme mostrado na figura Identifica-se que as resisténcias
de 1Q e 2() estdo em série, resultando em uma equivalente de 1 4+ 2 = 32; esta resisténcia de
32 estd em paralelo com a de 32, resultando na resisténcia equivalente total R4 = 3 //3 =
3/2=1,54;

Reg(ac) Para o cdlculo da resisténcia equivalente entre os terminais a e ¢, o circuito pode ser re-
desenhado para melhor visualizagdo conforme mostrado na figura Identifica-se que as
resisténcias de 20 e 3€) estdo em série, resultando em uma equivalente de 2 + 3 = 5; esta
resisténcia de 5€) estd em paralelo com a de 12, resultando na resisténcia equivalente total

Regtaey = 5//1 = (5x1)/(5+1) =5/6 = 0,83

-

E necessario que no instante de se resolver um problema esteja perfeitamente claro para o
estudante quais terminais devem ser levados em consideracdo. Uma sugestao é sempre redesenhar
o circuito eliminando os terminais que ndo estao sendo analisados.

Exemplo 3.5. Calcule os valores de Rey(ac), Regab) © Regve) baseando-se no circuito exibido na

figura B.101

3,50

Figura 3.10: Calcular R.gc)s Reg(ab) © Reg(oe)-

Solugao:

Inicialmente calcula-se o valor de R.q(,). O estudante deve notar que entre os terminais a e ¢ ha
apenas as resisténcias de 2, 3Q e 4 em série (as demais sdo ignoradas, pois ndo estdo entre os
terminais a e ¢), dai conclui-se que:

Req(ac):2+3—}—4:99

Agora calcula-se o valor de Rey(qp). Da andlise da figura [3.10I nota-se que as resisténcias 22, 3Q e
4 Q) formam um conjunto-série, de resisténcia equivalente de 92, e que as resisténcias de 3,50 e 1,52
formam outro conjunto-série, de resisténcia equivalente de 5€2. O circuito é redesenhado e mostrado
na figura Neste, nota-se que ha duas resisténcias de 5€) em paralelo de maneira que a sua
associacao resulta em 5//5 = 5/2 = 2,5Q. O circuito redesenhado e mostrado na figura

evidencia que:
Regary =9+2,5=11, 5Q
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90 2,50

=z =3

(a) (b)

Figura 3.11: Circuitos para facilitar o entendimento da solugao de R ;) do exemplo

Para finalizar, calcula-se o valor de R.q4). O estudante deve perceber que as resisténcias de
20, 3Q e 40 nao estdo entre os terminais b e ¢, nao influenciando no cdlculo de R.q@). Portanto,
identificando as resisténcias em série nota-se que pode-se fazer 3,5+ 1,5 = 5 e o circuito limita-se
a duas resisténcias de 5€) em paralelo, assim tem-se que:

Regvey = 5//5=5/2=2,5Q

Videoaula 3.5 (Sobre R., vista de vérios terminais). Para mais informagdes sobre como
calcular a resisténcia equivalente a partir de terminais diferentes acesse a videoaula a

seguir:

e https://youtu.be/it4vFmmwuSg

3.4 Curto-circuito

Um termo comumente usado pelos profissionais das dreas relacionadas com a eletricidade é o curto-
circuito. Este termo é empregado para indicar que os terminais de um dispositivo sdo ligados por um
fio que possui baixo valor de resisténcia (no caso de um fio ideal R = 0), como ilustrado nos circuitos

vistos na figura 312l Na figura vé-se o circuito original no qual identifica-se que:

v
R+ Ry


https://youtu.be/it4vFmmwuSg

Capitulo 3. Circuitos resistivos basicos 53

()

Figura 3.12: Circuito elétrico com curto-circuito na resisténcia R».

Na figura [3.12(b)| nota-se que devido & presenca do curto-circuito, a resisténcia Ry nao influencia
mais no circuito, podendo ser retirada da representagdo, como mostrado na figura (3.12(c). Com o
curto-circuito, ilustrado na figura [3.12(c)} pode-se identificar que:

r=Y
Ry

Isto significa dizer que a resisténcia equivalente total diminuiu (antes era Ry + Ro e depois do curto-
circuito tornou-se R;) e, portanto, a intensidade da corrente aumentou. Se o curto-circuito ocorre
por um acidente ou descuido, o aumento da intensidade da corrente pode danificar equipamentos ou
mesmo por em risco a vida das pessoas que trabalham com estes equipamentos.

Saliente-se que pode-se intencionalmente curto-circuitar equipamentos quando for conveniente para
a operagao (veja exemplo [3.6)), assim sendo o estudante néo deve ter em mente que todo curto-circuito
¢é sempre indesejavel ou perigoso.

Exemplo 3.6. Um equipamento elétrico pode ser representado por uma resisténcia Reguip = 4. Um
resistor de resisténcia Ryjmitador = 1§) € posto em série para limitar a intensidade da corrente, quando
conveniente. O sistema completo, com a fonte de tensao de Ujopnse = 380V, € ilustrado no circuito na
figura e opera em duas situagdes, descritas a seguir:

(a) Com a chave ch aberta;
(b) Com a chave ch fechada.

Nestes dois casos calcule as intensidades das correntes drenadas pelo equipamento.
Solugao:
Com a chave ch aberta, ambas as resisténcias influenciam na intensidade da corrente, cujo valor é:

Ufonte 380 @ — 76 A

I= _ _
RGQUip + Riimitador 4+1 5

Com a chave ch fechada somente a resisténcia do equipamento influencia na intensidade da corrente,

cujo valor é:

1 = Yronte _ % —95A

Requip
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ch
T 40 197 T 40 ch
— W —
+ +
380V—— 380V——

(a) (b)

Figura 3.13: Circuito elétrico relativo ao exemplo

Deve-se notar neste exemplo que a presenca de um resistor em série diminuiu o valor da corrente
consumida pelo equipamento. Em muitas aplicacdes, resistores sao postos em série com equipamen-
tos para limitar a intensidade da corrente no inicio do funcionamento e depois que o equipamento
esta operando adequadamente os resistores sdo retirados com um curto-circuito em seus terminais de
maneira similar a como feita neste exemplo. Muitos profissionais chamam o procedimento de curto
circuitar um dispositivo (no nosso caso uma resisténcia) propositalmente para que ele nio influencie
mais no circuito de by pass ou, em mistura de linguas, diz-se que o dispositivo foi bypassado.
O

Exemplo 3.7. Calcule os valores de Reg(ac), Feg(ar) € Regve) baseando-se no circuito exibido na
figura B.141

Solugao:

O estudante deve notar a semelhanca entre os circuitos da figura B0l (referente ao exemplo [3.0)
e o da figura B.14] mas eles ndao sdo iguais, pois no presente exemplo héd um curto circuito.

Comegando com o célculo do valor de R4 redesenhando o circuito fica mais facil perceber
que tipo de associagdo hé entre as resisténcias (ver figura . Vé-se que as de 22 e 32 formam
um conjunto-série, de resisténcia equivalente de 52, assim como as de 3,5€ e 1,5, de resisténcia
equivalente também de 5€2. O circuito é redesenhado mais uma vez, como mostrado na figura

Agora percebe-se que:

85
Regac) =5+ (4//5//5) = 3 = 6.549

Seguindo para o calculo do valor de Reqqp): da andlise da figura B.14] nota-se que o terminal b
é ligado pelo curto-circuito até um dos terminais da resisténcia de 32, desta maneira, h entre os
terminais a e b, apenas as resisténcias de 2€) e 3(), que estdo associadas em série, dai tem-se que:

Req(ab) =24+3=50

3,50

Figura 3.14: Calcular Req(ac), Req(ab) e Req(bc)'
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W
2

1,5Q 3,50

=
=z
=
=2 =3 =2

(a) (b)

Figura 3.15: Circuitos para facilitar o entendimento da solugao de R, do exemplo 3.7

W
o)

=3

1,50 3,50

b c

Figura 3.16: Circuitos para facilitar o entendimento da solugao de R, (. do exemplo 3.7

Para finalizar, calcula-se o valor de R.q(): 0 estudante deve perceber que as resisténcias de 22 e
32 e nao estao entre os terminais b e ¢ e, portanto, nao influenciam no célculo de R.q.). Para ilustrar
melhor como fica o circuito apds a eliminacao destas resisténcias, deve-se observar a figura Da
analise do circuito identifica-se que:

Req(bc) = 4//5//(1’ 5+ 3, 5)

Req(bc) = 4//5//5
20
Req(oe) = 13

Regive) = 1,549
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Videoaula 3.6 (Sobre R., em circuitos com curto). Para mais informagdes sobre como
calcular a resisténcia equivalente em circuitos com curtos acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/whNXYz5_NO§

3.5 Divisores de tensao e de corrente

Algumas varidveis podem ser obtidas facilmente em alguns circuitos se sao empregados os conceitos
de divisores de tensdo e de corrente, como mostrado nas secoes a seguir.

3.5.1 Divisor de tensao

Considere um circuito, como mostrado na figuraB.I7] com trés resisténcias R, Ry e R3 associadas
em série, no qual é conhecido o valor da tensdo entre os terminais da associacdo série U e nao é
conhecido o valor da corrente I. Se é solicitado que se calcule o valor da d.d.p. entre os terminais
de cada resisténcia individualmente (U, Us e Us), entdo o procedimento conhecido pelo estudante
até agora o obriga a encontrar o valor de I e assim poder calcular a d.d.p. nos terminais de cada
resisténcia, usando as expressdes: Uy = R1I, Uy = Rol e Ug = R3l.

Ry Rs Rs3
A — AW —
Ur Us Us
I
+ U -

Figura 3.17: Circuito elétrico para andlise do divisor de tensao.

Com a utilizagdo do conceito de divisor de tensdo, é possivel calcular diretamente a d.d.p. nos
terminais de cada resisténcia a partir do valor da tensdo terminal da associacao série sem o célculo da
corrente, como ¢é descrito na sequéncia.

Inicialmente, calcula-se a d.d.p. U;, que pode ser encontrada com a expressao:

Uy =Ryl (3.14)

A corrente que flui pela associacdo série e, portanto, por Ry é:

(3.15)


https://youtu.be/whNXYz5_NO8
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Substituindo a equagdo (B.I5]) na equacao ([B.14]), encontra-se que:

U
1 ey

U (3.16)

Neste caso especifico ja deve ser claro para o estudante que Ry, = R; + Rz + R3. A andlise da
equagao (B.16) permite concluir que o objetivo foi alcangado: encontrar uma expressao que permitisse
o calculo da tensao nos terminais de uma resisténcia que fizesse parte de uma associacao série quando
sdo conhecidos apenas os valores das resisténcias e da tensdo nos terminais da associagdo. A seguir
sdo deduzidas de maneira mais sucinta as expressoes para a d.d.p. nos terminais de Ry e Rs.

U R
Uy, = RQI:R1< ): 2y

R R
U Rs
b= () - g

As expressoes de divisor de tensdo foram desenvolvidas para um caso especifico com trés resistén-
cias, porém o conceito é valido para uma associacao com uma quantidade qualquer de resisténcias em
série. Para um circuito temos que o valor da d.d.p. nos terminais da n-ésima resisténcia é:

Up = 22U (3.17)

Divisor de tensao com duas resisténcias em série

Um dos casos mais comuns de uso do divisor de tensao é para uma associagio série de apenas duas
resisténcias. Neste caso, usando a equacao (3.17)), a d.d.p. nos terminais de R; é:

U
U, = R1[:R1< )

R,

R, )
U, = — | U 3.18
! (R1 + Ry (3.18)

Usando a equagao ([B.I7), a d.d.p. nos terminais de Ry é

U
Uy = Rol=R
2 2 2<Req>

Ry )
U, = —— U 3.19
2 (R1 + Ry (319)

Exemplo 3.8. Calcule o valor da d.d.p nos terminais da resisténcia de 152 do circuito da figura [B.I8]

=
=2 =2=g

+ -
a 100V b

Figura 3.18: Circuito relativo ao exemplo [3.8]
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Solugao:

O conceito de divisor de tensao aplica-se apenas quando ha resisténcias em série e é conhecida a
d.d.p. nos terminais de toda a associagdo. Se é encontrado o valor de 3//6//9 (que resulta no valor
1,5€Q), entdo tem-se duas resisténcias em série (a de 150 e a de 1,59). Este é o caso particular
descrito na segdo imediatamente anterior e pode-se entdo usar a equagao (B.I8) e assim encontra-se:

15

Upsq = | —————
150 (15+1,5

) 100 = 90,91V

Videoaula 3.7 (Sobre o divisor resistivo de tensdo). Para mais informagdes sobre como
utilizar o divisor resistivo para céalculos de tensdo em circuitos série acesse a videoaula a
seguir:

e https://youtu.be/kPcJTt_dyVM

3.5.2 Divisor de corrente

Considere o circuito da ﬁgura que possui trés resisténcias, Ry, Ry e R3, em paralelo e que
a intensidade da corrente I é conhecida. Se o valor da tensdo entre os terminais a e b indicados na
ﬁgura é conhecido, as intensidades das correntes nas resisténcias sao: Iy = U/Ry, Io = U/Rs
e I3 = U/R3 (o estudante deve lembrar que em uma associagdo em paralelo as tensdes em todas as
resisténcias possuem mesmo valor). A seguir sdo desenvolvidas expressoes para o calculo de Iy, Is e
I3 que empregam apenas os valores das resisténcias e da intensidade da corrente 1.

Pode-se comecar calculando o valor de I7:

L =— (3.20)

Do circuito mostrado na figura [3.19(b)}, no qual foi encontrado o R4, vé-se que o valor da tensao
U é:

U= Ryl (3.21)
Substituindo a equagao ([B2I]) na equacdo (3:20]), encontra-se:
R,
I =-1 3.22
=R (3:22)

A andlise da equacao ([B:22]) evidencia que o objetivo foi alcangado, ji que ela permite calcular o
valor da corrente que atravessa uma unica resisténcia, sabendo apenas os valores das resisténcias e


https://youtu.be/kPcJTt_dyVM
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I3 Rg Req
&) I
+ U B + U -

Figura 3.19: Circuito elétrico para analise do divisor de corrente.

da corrente total da associacdo em paralelo. As equacOes para divisor de corrente para Is e I3 sdo
deduzidas sucintamente a seguir:

U R
[, = — =€y
2 Ry Ry
U R
[, = — — ey
3 Rs  Rs

Para uma associacdo em paralelo qualquer, encontra-se a intensidade da corrente que atravessa a
n-ésima resisténcia com a expressao:

I,==47 (3.23)

Divisor de corrente com duas resisténcias em paralelo

No caso particular de duas resisténcias associadas em paralelo, o valor de [; (usando a equa-

cao (B.23)) é:

I . Rqu_<R1XR2)L
"7 R \Ri+R)/R
Ry
I = — |1 3.24
! <31+Rz) (3:24)

Ainda usando a equagao (3.23)), o valor de Iy é:
L = Rqu:<M) il

Bo= (pim)! (3.25)

Exemplo 3.9. Calcule a intensidade da corrente que atravessa a resisténcia de 32 do circuito da
figura 3.20
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3Q
W
150 62
W
9Q
W
5A
a b

Figura 3.20: Circuito relativo ao exemplo [3.9]

Solugao:

Deve-se notar que o divisor de corrente aplica-se apenas quando hé resisténcias em paralelo, assim
sendo, no presente exemplo, o divisor serd empregado desprezando a resisténcia de 152 no calculo do
R, usado na expressao do divisor de corrente (equacao ([B:23), que é repetida a seguir por convenién-
cia):

— Req
IL,=—1
R,

Para calcular a corrente que atravessa a resisténcia de 32 é necessario calcular R, (lembrar que
neste caso nao é o R, entre os terminais a e b; é o R, da associagdo em paralelo, no qual se deseja
aplicar a expressao de divisor de corrente), que neste caso é:

9 3
Req:3//6//9:6:§:1,59

A corrente na resisténcia de 32 é dada por:

1,5
IgQ:( é >5:2,5A

Videoaula 3.8 (Sobre o divisor resistivo de corrente). Para mais informages sobre como
utilizar o divisor resistivo para cdlculos de correntes em circuitos paralelos acesse a vide-
oaula a seguir:

e https://youtu.be/134nPk3E0gI



https://youtu.be/l34nPk3EOgI
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3.6

Resumo do capitulo

Até o capitulo anterior o estudante havia visto apenas circuitos com uma tnica resisténcia, mas

agora

ele também foi apresentado a circuitos com véarias resisténcias associadas. Segue o resumo do

capitulo:

O conceito de resisténcia equivalente é utilizado para simplificar circuitos mais complexos, de
tal maneira que a quantidade de resisténcias pode ser diminuida até chegar a uma tnica. Esta
é exatamente aquela que consome uma poténcia equivalente aquela consumida por todas as
resisténcias do circuito original;

A simplificacéo de circuitos pode ser feita com a identificacdo das resisténcias que estao associadas
em série ou em paralelo. Aquelas que estdo em série podem ser substituidas por uma tnica,
cujo valor é a soma do conjunto-série, enquanto que aquelas que estdo em paralelo podem ser
substituidas por uma tnica cujo inverso do valor ¢é igual & soma dos inversos das resisténcias que
formam o conjunto-paralelo;

Quando em um mesmo circuito hé resisténcias associadas em série e em paralelo, diz-se que ha
associagdo mista. A simplificacio é feita utilizando as associacOes em série e em paralelo, até
encontrar Reg;

A resisténcia equivalente depende dos terminais que estdo sendo levados em consideragao e,
dessa maneira, o estudante deve identificar claramente que terminais ele utilizara para realizar
a simplificagio;

O curto-circuito é um caminho de menor resisténcia a passagem de corrente. No caso do curto-
circuito ser feito por um fio ideal, entdo todas as resisténcias que estao ligadas pelos terminais
do fio ideal podem ser eliminadas da representacao do circuito e assim a andlise é simplificada;

O divisor de tensao é utilizado para calcular o valor da tensdo de resisténcias em série enquanto
o divisor de corrente é utilizado para se calcular a intensidade da corrente de resisténcias em
paralelo.

Problemas propostos

Probl
B.211

Probl
Probl
Probl

ema 3.1. Calcule a corrente que atravessa a bateria de 120 V que alimenta os circuitos da figura

ema 3.2. Calcule as resisténcias equivalentes solicitadas nos circuitos da figura [3.22]
ema 3.3. Calcule as resisténcias equivalentes solicitadas nos circuitos da figura .23

ema 3.4. Calcule a poténcia dissipada pelo conjunto de resistores, representados por resisténcias

nos circuitos da figura 3.24] se uma fonte de tensdo de 127V alimenta-os:

(a)

(b)

(c)
Probl

Pelos terminais a e b;
Pelos terminais a e ¢;
Pelos terminais b e c.

ema 3.5. Encontre nos circuitos da figura[3.25] os valores das grandezas elétricas indicadas com

uma interrogacao. Encontre também, para todas as resisténcias, a poténcia consumida por cada uma

delas.
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Problema 3.6. Lampadas incandescentes que podem operar adequadamente com tensdo entre 110V
e 127 VI sdo usadas em um experimento. Considere que todas as ldmpadas sao idénticas. Responda:
para cada circuito da figura B.26], quais sdo as lampadas que operam adequadamente?

Problema 3.7. Considere que hd em um local 10 ldmpadas disponiveis, das quais cinco foram en-
tregues ao técnico 1 e as outras cinco ao técnico 2. Estas lampadas operam com boa luminosidade se
ligadas a uma fonte de tensdo de 127 V. Se a tensdo entre os seus terminais diminui, entdo a luminosi-
dade também diminui. O técnico 1 conecta as lampadas em paralelo e as liga a uma fonte que fornece
uma d.d.p. de 127V e o técnico 2 conecta as lampadas em série e as liga a mesma fonte que fornece
127 V. Responda:

(a) O que acontece com a luminosidade das lampadas nas duas situagoes descritas?

(b) Quais os valores de poténcia de cada uma das lampadas se os seus valores especificados sdo:

127V e 60 W?

(c) Se ao invés de conectar cinco ldmpadas cada técnico conectasse apenas duas lampadas, o que
ocorreria com a luminosidade nas associacoes série e paralelo?

0,50
+
120 V- 1Q 20 30
10 20 30
I
1Q 20 3Q

(a)

LT
+ -
120V 10 120 V== 10

Figura 3.21: Corrente I desconhecida.

'Considere que para estas lampadas, valores abaixo de 110V fazem as ldmpadas terem luminosidade insuficiente e
acima de 127V fazem com que as mesmas tenham vida ttil reduzida, queimando seu filamento em um curto periodo de
uso.
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1Q
20 ¢
’ Wy
40
1Q § § 40
b
() Req(ab) =75 Reg(ac) =7
a 2Q
2Q 00) )
40
b 40
(b) Req(ab) :?a Req(bc) =?
2Q
a

/\/\/\/ c

1Q

0= 30 = 24

. 20)
* M a b
(¢) Reg(av) =75 Reg(pe) =7 (d) Regab)y =75 Reg(ea) =7
AW c
30
10 60 30
1092
12Q2
o G b

(e) Req(ab) :?; Req(ac) :?;Req(bc) =7

Figura 3.22: Circuitos para calculos de R,,.
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2Q

o
)
2

1Q
20 ¢
’ Ay
49
10 § § 40
b
() Reg(ab) =75 Regac) =
a 2Q
2Q 90)
40
b 40
(b) Req(ab) :?;Req(bc) =?
a
40 1Q

0= 30 =

() Regab) =75 Req(poe) =7

2Q2

a b
(d) Reg(ab) =75 Reg(ca) =7

10
Wy
100
W
120

() Req(ab) =7; Regac) =75

Figura 3.23: Circuitos para

Regve) =7

calculos de R.,.
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c
150
2Q
a
1802
b
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Figura 3.24: Circuitos para calculos de R,,.
Ry =7 Ry =7 100 3092
+ +30V—  +50V— +
Uu=? __ u=? __
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sy Tl 1m$ 2m$
N

()

Figura 3.25: Circuitos com grandezas elétricas desconhecidas.
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Figura 3.26: Circuitos compostos por lampadas incandescentes.



Capitulo 4

Aparelhos medidores de grandezas elétricas

4.1 Introducao

Em circuitos elétricos reais sdo utilizados medidores para se conhecer os valores das grandezas
elétricas. O presente capitulo mostra como os medidores sao representados nos circuitos e as grandezas
que mensuram, mas nao traz detalhes sobre suas construgoes, ainda que breves comentarios sobre os
tipos analégico e digital sejam feitos. Os conceitos apresentados no presente capitulo ajudam no
entendimento das medigoes de tensdo, corrente, resisténcia e poténcia elétrica. Saliente-se que as
defini¢oes, conceitos e calculos se referem ainda ao universo das tensoes e correntes continuas.

4.2 Medidores analégico e digital

Sabe-se que um ima atrai um pedaco de metal ou, dizendo de maneira diferente e mais detalhada,
que a regido em torno de um ima possui um campo magnético que gera uma forca de atracdo em
relacdo a um pedago de alguns tipos de metais, sendo esta forca cada vez maior quando a distancia
entre o ima e o pedago de metal diminui. Um fio sendo percorrido por uma corrente também gera ao
seu redor um campo magnético. Estas forgas podem ser calculadas com uma modelagem precisa dos
dispositivos elétricos, de tal maneira que elas fagam um ponteiro se mover em frente a uma indicacao
de escala numérica. O valor mostrado pode corresponder ao valor de tensdo, corrente, poténcia ou
resisténcia. E com base nestes principios que operam os medidores analdgicos. A figura mostra
um medidor analégico.

Os medidores digitais utilizam também o conhecimento de fenémenos fisicos para encontrar o valor
de algumas grandezas, porém, assim como um computador, eles podem fazer calculos e utilizar suas
memoérias internas. Desta maneira, o instrumento de medigcdo digital pode oferecer fungdes como a
modificacdo do fundo de escala, mostrar no display o valor de mais de uma grandeza, calcular o valor
de uma grandeza a partir dos valores de outras guardadas na memoria, construir graficos de varias
medigoes, armazenar na memoria valores e graficos etc. A ﬁgura mostra um medidor digital.

Atualmente, os instrumentos de medicdo analdgicos sdo encontrados apenas em instituigdoes que
ainda nao tiveram como renovar seus equipamentos de medigdo, pois a quase totalidade dos medidores
fabricados atualmente é do tipo digital.

4.3 Amperimetro

O amperimetro é o instrumento de medigdo utilizado para medir a corrente e deve sempre ser
instalado em série com outros dispositivos, de tal maneira que a corrente que se deseja medir o
atravesse. A figura|4.2(a) mostra o simbolo e a figura [4.2(b)| mostra como o amperimetro é conectado

67
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(a) Medidor analégico. Pela indicagdo da uni- (b) Medidor digital. E possivel medir varias
dade watt, nota-se que é um medidor de po- grandezas elétricas com este medidor e este tipo
téncia. é chamado de multimetro.

Figura 4.1: Instrumentos de medicao analégico e digital.

1
+
V = R
®
(a) Simbolo do (b) Amperimetro conectado a um cir-
amperimetro. cuito.

Figura 4.2: Ilustragoes referentes ao amperimetro.

na medi¢do da corrente de um circuito simplesEl.

E necessério salientar que qualquer instrumento de medicdo ndo deve influenciar nos valores de
tensao, corrente ou poténcia de um circuito, portanto, o amperimetro ideal possui resisténcia interna
nula. Obviamente, na pratica ndo se consegue obter um amperimetro perfeito, porém o valor da
resisténcia interna de um bom amperimetro é desprezivel e pode-se aproximar seu valor para zero na
maioria das situagoes.

Exemplo 4.1. Qual é o valor da corrente medida pelo amperimetro representado no circuito da
figura 4317

Solugao:

Vé-se que o amperimetro mede apenas a corrente que circula pela resisténcia de 16 Q (I150). Como

'O amperimetro tem dois terminais e o sentido da corrente deve ser levado em consideragio no instante da sua conexao
ao circuito. Se a corrente entra pelo terminal indicado com + (geralmente o terminal de cor vermelha) e sai pelo terminal
— (geralmente o terminal de cor preta), entdo o valor é indicado como positivo no display do amperimetro digital; porém
se a ligagdo foi feita de maneira que a corrente entre pelo terminal — e saia pelo +, entdo a corrente é indicada com valor
negativo. Na sequéncia desta se¢do a questdo da polaridade do amperimetro ndo é tratada, pois o estudante estudard
isto no capitulo [l e em livros de medidas elétricas.
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A

12V —— ? 30 = 160

Figura 4.3: Circuito elétrico referente ao exemplo 4.1l

ambas estdo em paralelo, entdo a tensdo na citada resisténcia é a mesma da fonte. Portanto, a corrente
medida pelo amperimetro Iy, vale:

12
Iamp = IIGQ = E = 0, 75 A

4.4 \Voltimetro

O wvoltimetro é o instrumento de medigao utilizado para medir a d.d.p. (tensao) entre dois pontos
de um circuito. Ele deve sempre ser instalado em paralelo, de maneira que os seus terminais estejam
ligados aos pontos entre os quais se deseja saber o valor da d.d.p. A figura mostra o simbolo
e a figura [4.4(b)| mostra como o voltimetro é conectado na medigdo da d.d.p. nos terminais de uma
resisténcia de um circuito simpleg.

1
4
U —— ? R (VD
®
(a) Simbolo do vol- (b) Voltimetro conectado a um circuito.

timetro.

Figura 4.4: Ilustragoes referentes ao voltimetro.

Como o voltimetro nao deve influenciar em nenhuma grandeza elétrica do circuito, ele idealmente
possui resisténcia interna infinita, ou seja, o voltimetro ideal opera como se fosse um circuito aberto e
nenhuma corrente passa por ele. Na pratica os voltimetros possuem um valor enorme de resisténcia
interna, de tal maneira que é possivel aproximar seu comportamento pelo de um voltimetro ideal.

Exemplo 4.2. Qual é o valor da d.d.p. medida pelo voltimetro representado no circuito da figura 37
Solugao:

O voltimetro mede apenas a d.d.p. nos terminais da resisténcia de 16 Q2 (Ujgn). Para calcular o
valor deste d.d.p. pode-se usar a teoria de divisor de tensdo, explicada com detalhes na secao B.5.11

2 Assim como no caso da conexdo do amperimetro, na ligagdo do voltimetro no circuito ainda néo é dada importancia &
polaridade (se o display mostra um valor negativo ou positivo de tenséo), e sim, a magnitude. A avaliacdo da polaridade
é melhor entendida depois do estudante estudar o capitulo
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()
N\

3Q 162

Wy W

12V ——

Figura 4.5: Circuito elétrico referente ao exemplo

Assim tem-se que a tensdo medida pelo voltimetro U, vale:

12="2=10,11V
16 +3

19

16 192
Uvol = U16Q = < >

4.5 Ohmimetro

O ohmimetro é o instrumento de medigao utilizado para se obter o valor da resisténcia entre dois
terminais de um circuito. Ele deve ser utilizado em paralelo, de maneira que os seus terminais estejam
ligados aos pontos entre os quais se deseja saber o valor da resisténcia. A figura mostra como
o ohmimetro é conectado na medicao da resisténcia de um dispositivo (representado no circuito por
uma resisténcia) de um circuito simples. Os dois dispositivos do ohmimetro que tocam nos pontos
do circuito sdo chamados de pontas de prova. Note que na representacio do circuito (figura [6]) foi
retirada a fonte. E que o dispositivo que se deseja saber a resisténcia nao deve estar alimentado, pois
o funcionamento do ohmimetro consiste em aplicar um pequeno valor de tensdo U, medir o valor da
corrente I e posteriormente calcular a relagdo R = U/I. Este valor é mostrado para o operador no
display do medidor. Portanto, ndo deve haver outra tensao que nao a aplicada pelo ohmimetro, pois
a leitura seria errada ja que seria influenciada pela tensdo da fonte.

?R

Figura 4.6: Ohmimetro conectado a um circuito.

Depois de feita a leitura da resisténcia, o ohmimetro deve ser desconectado do circuito, para que
ele ndo influencie na operagao dos equipamentos em uso.

Exemplo 4.3. Qual é o valor da resisténcia medida pelo ohmimetro representado no circuito da
figura .77

Solugao:

O estudante deve ficar atento aos terminais em que estdo conectadas as pontas de prova do ohmi-
metro. Na figura [L7] elas estdo conectadas de maneira que mecam apenas os valores das resisténcias
de 29 e 312 ligadas em série, portanto, o valor lido no ohmimetro serd 5 2. Percebe-se que o pequeno
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3,50

Figura 4.7: Circuito elétrico referente ao exemplo [4.3|

valor de tensao aplicada pelo ohmimetro faz circular corrente apenas pelas duas resisténcias de 2€) e
3€). Notar que é necessario identificar os terminais aos quais as pontas de prova do ohmimetro estao
conectadas e encontrar a resisténcia equivalente vista a partir destes terminais, como explicado na
secao B3l

O

4.6 Wattimetro

O wattimetro é o instrumento de medigdo utilizado para medir o valor da poténcia. A expressao
da poténcia é P = UI, portanto, é necessario que o wattimetro realize as medigoes da d.d.p. (U) e
da corrente I, para que seja feita a multiplicagdo destas duas grandezas. O simbolo do wattimetro é
mostrado na figura e a sua representacdo na medicdo da poténcia elétrica consumida por uma
resisténcia é mostrada na figura Note que o wattimetro possui trés terminais, para que seja
feita uma conex@o em série (para medir a corrente) e outra em paralelo (para medir a d.d.p.). A
figura ilustra como opera internamente um wattimetro e nesta figura fica evidente o motivo da
necessidade dos trés terminais, j4 que internamente ha um amperimetro e um voltimetr.

O wattimetro ideal é aquele que nao influencia nas grandezas do circuito, pois possui um am-
perimetro interno de resisténcia nula e um voltimetro interno de resisténcia infinita. Ainda que no
mundo real ndo exista este tipo de aparelho, a suposicao de que o wattimetro se comporta como um
dispositivo ideal é valida na maiorias das aplicagoes se um bom equipamento é utilizado.

Exemplo 4.4. Qual é o valor da poténcia medida pelo wattimetro representado no circuito da fi-
gura [£.97

Solugao:

O valor da tensdo no terminais da resisténcia é de 15V e a corrente que a atravessa é:

I=—=5A
3

Portanto, a poténcia medida tera o valor de:
P=UlI=15x5=7W

d

¥Mais uma vez vale a pena destacar que nao é dado destaque neste livro as polaridades de ligacdo dos trés terminais
do wattimetro.
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() v L ? R

(a) Simbolo utilizado (b) Wattimetro conectado a um cir-
para representar o watti- cuito.
metro.

(c) Hustragdo de ligagdes internas do
wattimetro.

Figura 4.8: Ilustracgoes referentes ao wattimetro.

15V —— ? 30

Figura 4.9: Circuito elétrico referente ao exemplo [4.4l

4.7 Multimetro

O multimetro é o dispositivo que mede mais de uma grandeza elétrica. Atualmente, mesmo os
multimetros mais simples podem operar como amperimetro, voltimetro, wattimetro e ohmimetro.
Portanto, é necessario deixar claro que funcio estd selecionada no multimetro para que nao haja dua-
vidas quanto a grandeza elétrica que ele estd medindo. A figura .10l mostra um multimetro analégico
e o estudante mais observador pode notar que é possivel selecionar medi¢oes de corrente continua em
miliamperes (DCmA), tensdo alternada (ACV) ou continua (DCV) e faixa de valores de resisténcias
(€2).

Atualmente alguns multimetros digitais sdo tao sofisticados que além de mostrar no display os
valores de tensao, corrente, resisténcia, entre outras, permite também realizar testes em capacitores,
diodos, entre outros dispositivos. Os modelos mais caros também mostram as formas de ondas das
grandezas medidas e ainda permitem avaliar os sinais fazendo analises de frequéncias@, valores médios,
etc. Muitas vezes os fabricantes nem mesmo chamam estes dispositivos mais caros de multimetros,
pois a funcdo de mostrar a forma de onda é comum aos osciloscopios e a de andlises de sinais aos

4 . . . ~ . o3
Aqueles que se dedicarem aos estudos mais aprofundados de eletricidade verdo que um sinal periédico pode ser
representado por um somatério de ondas senoidais de magnitudes e frequéncias diferentes.
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Figura 4.10: Foto de um multimetro.

medidores de qualidade de energia: cada fabricante da seu nome ao seu produto.

Videoaula 4.1 (Sobre medicdo em circuitos CC). Para mais informagdes sobre como as
grandezas elétricas sdo medidas acesse a videoaula a seguir:

o https://youtu.be/bt24_6AbROU

3
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4.8 Resumo do capitulo

Sao apresentadas a seguir as principais caracteristicas dos equipamentos tratados no decorrer do
presente capitulo:

¢ Os medidores digitais permitem configuracées diversas para mostrar valores e utilizar dados
armazenado em memoria para calculos de outras grandezas. Os medidores analdgicos se limitam
a mostrar os valores obtidos no seu mostrador;

e O amperimetro deve ser posto em série com o dispositivo em que se estd medindo a corrente.
Um bom amperimetro possui resisténcia interna insignificante sendo idealmente nula;

e O voltimetro mede a tensdo e, portanto, deve ser posto em paralelo com o dispositivo que se
deseja saber o valor da d.d.p. Um bom voltimetro possui resisténcia interna muito elevada sendo
idealmente infinita;

e O wattimetro mede a poténcia de um dispositivo. O medidor possui trés terminais os quais
sao ligados para se medir a corrente e a tensdo para que internamente seja feita a multiplicacao
destas grandezas, afinal P = UI;

¢ O ohmimetro mede o valor de resisténcia e deve ser ligado ao dispositivo quando este estiver
desenergizado, pois o aparelho aplica um valor baixo de tensdo, mede a corrente e faz a relacdo

U/I para encontrar o valor da resisténcia;

e Multimetro é o nome dado ao instrumento que mede mais de uma grandeza.

Problemas propostos

Problema 4.1. Determine os valores lidos nos ohmimetros que foram conectados nos circuitos elétri-
cos mostrados na figura 4111

Figura 4.11: Ilustragoes referentes ao problema [4.7]

Problema 4.2. Encontre nos circuitos elétricos da figura [£.12] os valores de corrente e tensao lidos
pelos amperimetros e voltimetros. Encontre também os valores de Ry, Ro e Uj.
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Nos

= F=

+ 220V - + Uq -
(b) (c)

Figura 4.12: Circuitos com amperimetros e voltimetros. Ilustragées relativas ao proble-

ma 4.2l

Problema 4.3. Determine os valores lidos nos wattimetros que foram conectados nos circuitos elé-
tricos mostrados na figura [£.13]

20 10 20 10
AMW— MW— —W\—
90 VL 40 30 o0y =40 30
T T
(a) (b)
20 19 20 10
(W)—\y
20V 40 390 90y 40 30
T T

(c) (d)

Figura 4.13: Ilustracdes referentes ao problema 4.3l



Capitulo 5

Solucao de sistemas de equacoes lineares

5.1 Introducao

Uma das principais dificuldades de estudantes de escolas técnicas, quando sdo apresentados ao
método de anélise de malhas para encontrar os valores das correntes elétricas (capitulo [B]), é a re-
solucdo de um sistema de equagoes lineares, conteiido que é brevemente explicado no decorrer deste
capitulo. Saliente-se que sdo tratados apenas os casos de sistemas lineares cuja solugao seja possivel e
determinada. Se o estudante desejar adquirir um conhecimento mais aprofundado a respeito da teoria
de sistemas lineares deve procurar livros de mateméatica que contenham este contetido. No caso do
estudante universitario é conveniente ver a indicacao da videoaula (pagina B]) sobre o método de
Cramer para solucdo de sistemas, pois é um método matricial que pode ser muito conveniente, porém
este conteiido nao é tratado no presente texto.

5.2 Conceitos de sistemas de equacoes lineares

Um sistema de duas equagoes lineares e duas variaveis possui a forma a seguir, ja apresentada com
um exemplo numérico:

(5.1)

3z + 5y = 36
or —4dy = —14

O estudante deve notar que ha na equacdo (5.Il) duas varidveis que foram nomeadas de x e y.
Os simbolos utilizados para representar as variaveis sao irrelevantes e podem ser escolhidos a gosto.
Portanto, ao invés do par de varidveis x e y pode-se utilizar, por exemplo, o par A e B ou o par [ e
Is.

Um estudo mais detalhado de sistemas lineares mostra que nem todos possuem solugdo, porém,
em todos os casos tratados neste livro os sistemas possuem solucdo. Um sistema linear com duas
equagoes e duas incdgnitas possui como solu¢do um par de nimeros reais. Assim, o sistema mostrado
na equagao (G5.IJ) tem como solucdo os nimeros x = 2 e y = 6. A prova de que estes dois nimeros
sdo de fato as solugbes do sistema é facilmente compreendida se eles forem substituidos nos equacoes,
como mostrado a seguir:

3(2) + 5(6) = 36
{ 5(2) — 4(6) = —14

Efetuando as contas:

6+ 30 =36
10—-24 =-14
Finalmente sdo encontrados os valores:
36 = 36
—14=-14

76
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A igualdade é verdadeira e, portanto, os nimeros x = 2 e y = 6 solucionam o sistema. Se qualquer
outro par de nimeros for substituido a igualdade nao sera satisfeita. Por exemplo, os ntimeros = = 3
e y = 4 nao sdo solugdes, como mostrado a seguir:

Desenvolvendo as contas encontra-se como resultado final:
29 = 36
{ —-1=-14 (5.2)

A equagdo (B.2) estd completamente errada, pois a igualdade ndo é verdadeira. A forma correta
de escrevé-la é:

29 £ 36
—1#-14

O simbolo matematico # deve ser lido como “diferente”, deixando claro que 29 é diferente de
36 e que —1 é diferente de —14. Se a igualdade nao é satisfeita quando sdo substituidos um par de
nimeros, entdo este par nao é a solucdo do sistema. Obviamente, ndo é possivel substituir todos os
pares de nimeros para encontrar a resposta, por isso sao descritos na préxima secdo trés métodos para
encontrar a solugdo de um sistema linear de equacoes.

5.3 Métodos de solucao de sistemas de equacoes lineares
Os trés métodos tratados neste capitulo sao:
1. Método da substituicao;
2. Método da igualdade;

3. Método da adicdo.

Todos os trés metdédos podem solucionar qualquer sistema de equagoes lineares e a escolha de qual
se deve utilizar fica a gosto do estudante. E necessério salientar que seja qual for o método, a solucio
é a mesma. Isto ficard evidente nos exemplos [B.1] e B3] que mostram como solucionar o mesmo
sistema de trés formas diferentes.

5.3.1 Método da substituicdo

Considere um sistema de duas equagoes e duas incégnitas denominadas z; e z3. O método da
substituicdo consiste em:

1. Isolar uma das incégnitas do sistema em uma das equagdes. Por exemplo, x1;

2. Substituir a varidvel isolada (x1) na outra equagdo e, assim, encontrar o valor da outra variavel,
que no caso é To;

3. O valor de x; é obtido substituindo-se o valor de x5, encontrado no item anterior, em qualquer
uma das equagoes do sistema.

O exemplo B.1] mostra um caso de solugdo de um sistema de equagdes lineares empregando o
método da substituicao.
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Exemplo 5.1. Encontre os valores de x1 e x5 se elas sdo incognitas do sistema de equagdes:

41 + 229 = —7
2x1 4+ dbxro =3

Solugao:

Para que a solucdo fique clara ao estudante, as equagoes 4x1 + 2x9 = —7 e 2x1 + bxy = 3 serdo
chamadas de primeira e segunda equacoes do sistema, respectivamente.

1. Isola-se a incégnita x; na primeira equagao:

4y 4+ 2x9 = —7
4561 =-7- 2562
—7-2

2. Substitui-se o valor de z; (equacdo (53])) na segunda equagdo do sistema e assim encontra-se:

2x1 + 510 =3

—7-2
2(%)4-5%2:3

6+7
—Z9 + DBr9g = ——
2
13
4.%'2—?
13
T9 = —
78

3. O valor da incégnita x1 pode ser encontrado susbtituindo-se o valor de x5 em qualquer equacio do

sistema, como, por exemplo, a equacao (5.3]), que é a primeira equacdo. Substituindo zo = 13/8
na equacgao (B.3)), encontra-se:

-7 — 2.%'2
4
_ —7-2(13/8)
N 4
—7-13/4
e
(—28 —13)/4
4
_—41/4
4
—41

16

r1 =

x1

r1 =

z1

Tr1 =

Portanto, a solugao do sistema linear dado é formado pelo par 1 = —41/16 e x9 = 13/8.
a
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5.3.2 Método da igualdade

Neste método o estudante deve isolar a mesma varidvel nas duas equagdes que formam o sistema
e depois igualar os seus valores. O exemplo auxiliard no entendimento do método.

Exemplo 5.2. Resolva o sistema de equagdes do exemplo [B.1] empregando o método da igualdade.
Solugao:
O sistema a ser resolvido é:

4z + 229 = —7
2$1 + 5$2 =3

Para que a solugdo fique claro ao estudante as equagbes 4z1 + 220 = —7 e 2x1 + Sxo = 3 serdo
chamadas de primeira e segunda equacoes do sistema, respectivamente.

Deve-se escolher qualquer uma das varidveis para ser isolada em ambas as equagoes. Sendo esco-
lhida a variavel x2, o procedimento para isold-la na primeira equacao é:

4z + 229 = —7
21‘2 =—-7— 4.%'1
-7 — 41‘1

XTo = 5 (5.4)
Na segunda equagdo o procedimento para isolar a varidvel xq é:
2$1 + 5$2 =3
5.%'2 =3 21‘1
3—2
=" e (5.5)

O préximo passo é igualar os valores de xo das equagoes (4] e ([B.A]), como é feito a seguir:

To9 = X9
—7—4$1 . 3—2$1
2 5
5(=7—4x1) = 2(3 — 2x1)
—35 — 20$1 =6— 4$1
—20z1 + 421 =6+ 35
—16z; =41
—41
16

Ir =

Encontrado o valor de x1, basta substitui-lo em qualquer uma das equagoes para encontrar o valor
de z9. As equagoes (5.4) e (5.5)) j4 estao com os valores de x5 isolados e facilitam as contas. Escolhendo
a equacao (0.4 para substituir o valor de 1 = —41/16, encontramos:
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-7 — 4$1
2
—7 — 4(—41/16)
2
—7 — (—41/4)
2
T+ (41/4)
2
(—28 +41) /4
2
(13/4)
2

To =

Tro =

To =

Tro = g
Portanto, a solugao do sistema linear dado é formado pelo par x; = —41/16 e x9 = 13/8.
O

5.3.3 Método da adicao

O método da adicdo consiste em somar as duas equagoes do sistema de maneira que uma das
incognitas seja eliminada e para isto é necessario tornar os coeficientes de uma da incégnitas opostos
(iguais em moédulo e com sinais trocados) em ambas as equagoes do sistema, como mostrado no
exemplo (.3

Exemplo 5.3. Resolva o sistema de equagdes do exemplo [5.1] empregando o método da adicao.
Solugao:
O sistema a ser resolvido é:

dxqy + 229 = —7
2$1 + 5$2 =3

Para que a solugao fique clara ao estudante as equagdes 4x1 + 229 = —7 e 2x1 + bxo = 3 serdo
chamadas de primeira e segunda equacoes do sistema, respectivamente.

Deve-se somar as duas equagdes do sistema a fim de eliminar uma das incégnitas. O estudante
pode notar que se a segunda equacao do sistema for multiplicada por —2 a incégnita 1 é eliminada.
Portanto:

4y 4+ 2x9 = —7
{ (221 + bz = 3) x (—2)

Resultando em:
41 + 229 = —7
—4x1 — 1029 = —6

Fazendo a soma das equagoes do sistema, encontra-se:
4z + 229 = —7
{ i 1 2

—4x; — 1029 = —6
0—8zy=-13

O valor de x5 é:

—8562 =—-13

13
Xro9 =—
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Agora falta obter o valor da incégnita z; e para isto pode-se substituir 9 = 13/8 em qualquer
uma das equagoes do sistema dado. Por exemplo, substituindo zo = 13/8 na segunda equagao do
sistema, encontra-se:

2x1 4+ dbxo =3

Portanto, a solugao do sistema linear dado é formado pelo par 1 = —41/16 e 2o = 13/8.
]

E necessario salientar que a multiplicagdo ou divisdo de qualquer uma das equacbes do sistema
por um nimero, ndo altera a resposta. Muitas vezes é conveniente multiplicar ou dividir ambas as
equagoes, como exemplo, pode-se tomar o seguinte sistema:

5z + 229 = —7
{ 211 — 1029 = —6 (5.6)

Uma das alternativas para eliminar a incégnita x; é multiplicar a primeira equacao do sistema por
2 e a segunda por —5, assim tem-se:

(51‘1 + 229 = —7) X (2)
(2561 — 10$2 = —6) X (—5)

Que resulta em:

10x1 + 4x9 = —14
—10x1 + 5029 = 30

Assim, a soma das duas equagdes do sistema eliminard a incégnita x, pois 10x; + (—10z1) = 0.
Pode-se também dividir as equagoes e eliminar a incégnita x5, como é mostrado a seguir ao dividir a
segunda equagao por 5:

5x1 + 2x9 = =7
{ (201 — 1025 = —6) = (5) (57)
E assim o sistema torna-se:
5x1 + 229 = —7
{ 0,4$1 - 25[72 = —1,2 (58)

Agora a eliminacdo de x5 fica clara, pois a soma de ambas as equagoes do sistema faz com que a
operagao 2zy + (—2x3) resulte em zero.
O estudante deve perceber qual ou quais devem ser os ntimeros a multiplicar ou dividir as equagoes

do sistema, lembrando que tanto faz multiplicar uma e dividir a outra, ja que ndo ha alteracdo do
resultado.
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Videoaula 5.1 (Métodos de solucdo de sistemas lineares). Para mais informagdes sobre
como solucionar sistemas lineares acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/bNCr_KgnDkc

5.4 Mais exemplos

Os exemplos mostrados até agora trataram do caso de sistemas de duas equagoes lineares e foram
resolvidos de maneira rigorosa, sem nenhuma aproximacao, dando como solu¢des niimeros fracionérios.
Os exemplos a seguir utilizam as informacoes ja descritas para ampliar o horizonte do estudante,
mostrando como resolver sistemas de trés equacgoes e utilizando aproximagoes.

Exemplo 5.4. Calcule o valor das variaveis V7 e V» do sistema de equagoes:

3Vi+2Ve =3
Vi — Vo =2

Solugao:

Como o enunciado da questdo ndo mandou resolver por um método especifico, entdo pode-se
escolher qualquer um. Utilizando o método da igualdade, por exemplo, pode-se resolver a questao
isolando o valor de V5 em cada uma das duas equagoes do sistema. Isolando V5 na primeira equacao
tem-se:

3 —3V;
Vo=
Isolando V5 na segunda equacgao, tem-se:
Vo=-244V;
Igualando os valores de V5, encontra-se:
Vo=V,
3_723‘/1 =—244V

3-3V1=-4+8"
-3V -8y =—-4-3
-1V, = -7

7
V= —
1711

Vi = 0,64


https://youtu.be/bNCr_KqnDkc
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Substituindo o valor de Vi em qualquer uma das equacoes nas quais V5 foi isolada encontra-se o
valor de V5. Substituindo em Vo = —2 + 4V, obtém-se:

Vo= —2+44V
Vo = —2+4(0,64)
Vo = —2+42,56
Vo = 0,56

Portanto, a solugao do sistema é o par V3 = 0,64 e Vo = 0, 56.
(]

Exemplo 5.5. Encontre a solugdo do sistema linear a seguir:

24+2B—3C =3
4A+3B+5C =2 (5.9)
5A—2B—C =4

Solugao:
Note que este sistema possui trés equagoes lineares e trés incégnitas. Uma maneira de se resolver
o sistema ¢é utilizando inicialmente o método da substituicao e, posteriormente, o da adigdo. De inicio

isola-se uma incognita, por exemplo, A, em uma das equacoes, como, por exemplo, a primeira. Assim

encontra-se:
3—-2B+3C

2

Depois substitui o valor de A nas duas outras equagoes do sistema, como feito a seguir. Substituindo
A na segunda equagdo do sistema:

A:

4A +3B +5C =2

(3—2B+3C’)

4 +3B+5C =2

12 — 8B + 12C

(=
(6 — 4B + 6C) + 3B + 5C =2
—4B+3B+6C+5C=2-6

~B+11C = —4 (5.10)

)+3B+5C:2

Substituindo o valor de A na terceira equagdo do sistema:

bA—-2B-C =4

5(%)_23_0:4
(15—105—1—150)_23_0:4

(7,5—-5B+7,5C)—2B—-C=4
—5B—-2B+7,5C-C=4-1,5

7B +6,5C = 3,5 (5.11)

As equagoes (5I0) e (5II) encontradas depois da substituigdo podem ser agora resolvidas como

um sistema de duas equagoes e o estudante pode escolher qualquer método (adigdo, substituicdo ou
igualdade). Organizando as equagoes (5.I0) e (G.II) como um sistema de duas equagoes, tem-se:

~B+11C = —4
{ —7B +6,5C = —3,5 (5.12)



84 Circuitos Elétricos e Eletrotécnica - Fundamentos e AplicacSes

Elimina-se a incégnita B do sistema, como mostrado a seguir:

(=B +11C = —4) x (=7)
—7B +6,5C = —3,5

Realizando a soma das equacgoes:

7B — 77C = 28
—7B +6,5C = —3,5
0—70,5C = 24,5

_|_

O valor de C é:

O valor de B pode ser encontrado, substituindo o valor de C' em qualquer uma das equacgoes do
sistema enumerado como equagao (5.I2]). Se a primeira equagao do sistema ¢é utilizado, entao tem-se
que:

~B+11C = -4
—B+11(—0,35) = —4
—B—3,85=—4
—B=-4+3,85
~B=-0,15
B~0,15

O valor de A agora pode ser facilmente encontrado se os valores de B e C' sdo substituidos em
qualquer uma das equagoes do sistema original, enumerado como equacao (5.9]). Substituindo os
valores de B e C na primeira equagao, tem-se:

2A+2B - 3C =3
24 +2(0,15) — 3(—0,35) = 3
2A+0,341,05=3
94 =3-0,3—1,05
24 = 1,65
1,65
B

A ~ 0,83

A solugdo do sistema dado é o trio A = 0,83, B =~ 0,15 ¢ C =~ —0,35. Sabemos que os valores
utilizados na pratica sdo aproximados e é muito comum que mesmo tendo em mente esta informagao
usemos o simbolo de igualdade (=) no lugar do de aproximado (/) nos calculos das grandezas elétricas.

a
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5.5

Videoaula 5.2 (Sobre a Regra de Cramer para solucdo de sistemas lineares). Caso
tenha curiosidade ou interesse em aprender uma técnica matricial para solucao de sistemas
lineares acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/pfrOR83BTXM

Resumo do capitulo

A aplicacgao do contetdo apresentado no presente capitulo ficard evidente a partir do proximo, pois
ao utilizar métodos de solucoes de circuitos elétricos mais complexos é encontrado um sistema de equa-
¢oes lineares, cuja solucao pode ser obtida empregando qualquer um dos trés métodos apresentados.
O resumo ¢é apresentado na sequéncias:

Os trés métodos apresentados sao: o da substituicdo, o da igualdade e o da adigéo;

No método da substituicdo, uma varidvel é escolhida para ser isolada e depois substituida em
outra equagao do sistema. Este método pode ser aplicado com um niimero qualquer de incégnitas;

No método da igualdade, duas varidveis sao escolhidas para serem isoladas e depois seus valores
sdo igualados. O método da igualdade resolve problemas apenas de duas incégnitas e duas
equagoes. Se houver mais incognitas e equagdes deve ser aplicado em conjunto com outro método;

No método da adicdo as equagdes do sistema sdo multiplicadas ou divididas por valores que
permitam que a soma das equacoes anule uma das incégnitas. Este método é muito ttil quando
existem apenas duas equagoes e duas incognitas e com mais delas o seu uso fica impraticavel.

Problemas propostos

Problema 5.1. Calcule os valores das varidveis nos sistemas de duas equacoes e duas incégnitas dadas
a seguir:

(a) { 3.%'1 — T = —2

—4x1 + 29 =3

(b) { 34— B=4

—4A+6B =3

© I -3V =2
Y —1+7v =30


https://youtu.be/pfr0R83BTXM
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6’01 - 4’02 =3

(d) { Tvi + vg = 53

(e) 9561 - 4562 = -2
Tx1+5r9 =3

(f) 4577 — 2075 = —20
43T, + 315 = 32

®) 35V, — 3V, = 12
&) Vi 45V, =30

Problema 5.2. Calcule os valores das varidveis nos sistemas de trés equacbes e trés incégnitas a
seguir:

3r1 — X9 +x3 = —2
(a) ¢ —4dx; 4+ 22— 323 =3
T1 — X9 + 2x3 = 2

34— B+3C =2
(b) { BA+B—4C =8
A-B+C=6

3, — I, + 313 = 4
(C) 511 + Iy —4I3 =3
11—12—|—1322



Capitulo 6

Técnicas para solucao de circuitos CC

6.1 Introducao

Em circuitos mais complexos do que os investigados nos capitulos precedentes, nem sempre é
possivel encontrar as grandezas desejadas empregando somente a lei de Ohm e o conceito de resisténcia
equivalente. Casos como, por exemplo, circuitos com mais de uma fonte de tensdo ou de corrente e
com elementos resistivos que ndo estdo nem em série nem em paralelo exigem o dominio de estratégias
de solucdo mais rebuscadas do que as até agora apresentadas. Nestes casos, a alternativa é utilizar
métodos de anélise de circuitos que sdo baseados nas leis de Kirchhoff (de corrente ou de tensao), em
estratégias matematicas e também em teoremas especificos.

6.2 Definicoes

Antes da apresentacdo das leis de Kirchhoff e de suas aplicagdes na solugdo de problemas de
circuitos, é necessario que o estudante domine os conceitos e defini¢des que serdo descritos na sequéncia.

Fonte de corrente E o elemento de circuito que tem como caracteristica estabelecer um valor de
corrente independentemente do valor da tensdo em seus terminais ou da poténcia fornecida ou
consumida. O seu simbolo de circuito é mostrado na figura [6.I} note nesta figura que o valor da
corrente fornecida pela fonte é I e que o seu sentido esta indicado pela seta. Se apds os calculos
a polaridade da tensdo na fonte de corrente é + no terminal que a corrente entra e — no terminal
que a corrente sai, entdo a fonte esta consumindo poténcia e P > 0. O oposto é verdadeiro: se
a corrente entra pelo terminal — e sai pelo terminal +, entdo a fonte estd gerando poténcia e
P <0.

-
N

Figura 6.1: Simbolo da fonte de corrente.

Sentido da corrente Considere que uma corrente de 2 A flui no sentido do terminal a para o termi-
nal b como mostrado na figura H& duas formas de se indicar esta corrente: uma no sentido
do terminal a para o terminal b, denominada I, e outra no sentido contrario, denominada I,,.
Tem-se que I, = 2A, ji que a indicacdo do seu sentido coincide com o sentido da corrente, e
que I, = —2 A, ja que na verdade o deslocamento da corrente se dd no sentido contrario. Tanto
faz se o estudante escreve I, = 2A ou I, = —2 A, desde que o sinal seja posto corretamente em
concordancia com o sentido real da corrente. Entretanto, é mais comum que as correntes sejam
indicadas no sentido em que o seu valor é positivo. Este conceito é importante, pois sera exigido

87
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a partir deste capitulo o conhecimento ndo somente da intensidade (mddulo), mas também do
sentido da corrente.

Figura 6.2: Determinacao do sinal da corrente.

Polaridade nas fontes de tensao Considera-se a d.d.p. positiva quando a fonte de tensao é per-

corrida do terminal de maior potencial (+) para o terminal de menor potencial (—). Outra
forma de se dizer a mesma coisa é: considera-se a d.d.p. positiva quando a fonte é percorrida
na direcdo da queda de potencial. Obviamente se a fonte é percorrida do terminal de menor
potencial (—) para o de maior potencial (4+) (ou equivalentemente: em diregdo ao aumento de
potencial), entdo a d.d.p. é negativa. A figura [6.3] mostra exemplos de como determinar o sinal
da d.d.p. de uma fonte de tensdo a depender de como ela é percorrida.

10V 10V
. R . . S N .
a | b a | b
(a) Percorrendo-se a fonte do termi- (b) Percorrendo-se a fonte do termi-
nal a para o b; Uy, = +10V. nal b para o a; Uy, = —10V.
10V 10V
. T . . LT .
a l] b a M b
(¢) Percorrendo-se a fonte do termi- (d) Percorrendo-se a fonte do termi-
nal a para o b; Uy, = —10V. nal b para o a; Uy, = +10V.

Figura 6.3: Determinacao do sinal da d.d.p. nas fontes de tensao a depender de como
sao percorridas.

E necessario salientar que a fonte de tensdo ideal, por definicdo, mantém a tensdo em seus
terminais constante independentemente do valor da corrente que a atravesse, porém a poténcia
pode ser gerada ou consumida pela fonte de tensdo. Nos casos tratados no capitulo B, sé foi
considerada uma tunica fonte de tensdo e resisténcias no circuito e, nesta situagdo, a fonte de
tensao sempre fornecia a poténcia que era consumida pelas resisténcias. No caso de haver mais de
uma fonte de tensdo é necessario verificar quais delas fornecem e quais delas consomem poténcia
utilizando o seguinte critério: considerando que a corrente é indicada no sentido em que seu
valor é positivo, a fonte de tensdo fornece poténcia se a corrente flui do terminal — para o +
(P < 0) e, caso contrario, se a corrente flui do terminal + para o —, a fonte de tensdo consome
poténcia (P > 0).

Polaridade da d.d.p. em resisténcias O terminal da resisténcia pelo qual a corrente entra é po-

sitivo (4+) e o terminal da resisténcia no qual a corrente sai é negativo (—). Assim como nas
fontes de tensdo, o valor da d.d.p. depende de como a resisténcia é percorrida. Também serd
considerado o valor da d.d.p. positivo quando a resisténcia for percorrida no sentido da queda
de tensédo, ou seja, do 4+ para o —. A d.d.p. serd negativa quando a resisténcia for percorrida do
— para o +. Veja a figura [6.4] para entender melhor o que foi dito.
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W W
e

(a) Percorrendo-se a resisténcia do (b) Percorrendo-se a resisténcia do
terminal a para o b; Ugy = +RI. terminal a para o b; Uspy = —RI.
I R R I

W W
T T

(¢) Percorrendo-se a resisténcia do (d) Percorrendo-se a resisténcia do
terminal b para o a; Up, = —RI. terminal b para o a; Up, = +RI.

Figura 6.4: Avaliagdao do sinal da d.d.p. nas resisténcias a depender da indicacao da
corrente e de como as resisténcias sao percorridas.

U \/
R
Ry Ry _
—W——i — e,

(a) (b)

Figura 6.5: Indicacdo de nés em circuitos.

N6 E o ponto do circuito no qual dois ou mais elementos do circuito sdo conectados. Na figura
os nés sdo identificados com um ponto para maior clarez.

Ramo Trecho do circuito entre dois ndés consecutivos. Outra forma de definir ramo é: caminho
tnico, contendo um elemento de circuito simples e que conecta um né a outro né. No circuito da
figural6.6(a)|ha 5 ramos que ficam mais visiveis se o circuito ¢ redesenhado, como na figura[6.6(b)
que é utilizada como base para as andlises a seguir:

o Entre os nés 1 e 2, hé trés ramos: um com uma fonte de corrente, outro com a resisténcia
R; e o ultimo com a resisténcia Ro;

e Entre os nés 1 e 3, hd um ramo: o que possui a resisténcia Rs;

e Entre os nds 2 e 3, hd um ramo: o que possui a fonte de tensao.

O estudante pode notar que em um circuito no qual todos os elementos tenham seus dois ter-
minais conectados, o niimero de ramos ¢ igual ao ntimeros de elementos. Desta maneira, basta
contar os elementos de circuito que se obterda o niimero de ramos do circuito.

Lago Qualquer caminho fechado que passe apenas uma vez por cada né. Veja a figura na qual
sdo identificados trés lacos. Note que todos os lacos passam apenas uma Unica vez em cada um
dos nés. Apesar da representacio do lago ser feita interna ao circuito, o estudante deve imaginar
que percorre-se o circuito pelos seus fios e elementos.

1 - - . N . . < .

Noutros livros considera-se né o ponto do circuito no qual trés ou mais elementos sdo ligados. A diferenca das
defini¢bes s6 é relevante nos métodos de solugdo de circuitos mais rigorosos nos quais utiliza-se a quantidade de nés
segundo esta ultima defini¢do.
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no 1 n6 1 né 3

no 3
fg i
ICD R R I R
SRR TFU D Ly

né 2 né 2

a) Circuito original. b) Circuito redesenhado.
g

Figura 6.6: Indicagdo de nés para identificar os ramos de um circuito.

R, Ry
,,,,,,, S0\ o e—" A S—
LJF U
+ 2
Ui = fy |-
1 = R
A o |
// """"""""""""""""""" // """"""
Lago C Laco A Laco B

Figura 6.7: Lacos de um certo circuito.

Malha E um laco que nao contém nenhum outro internamente ou, alternativamente, é qualquer
caminho fechado que ndo possui um outro caminho fechado dentro dele. Na figura [6.7] os lacos
A e B sao malhas, enquanto que o laco C néo é, pois dentro dele ha os lacos A e B.

Videoaula 6.1 (Pré-requisitos para entender as leis de Kirchhoff). Para mais informagoes
sobre conceitos de circuitos necessarios para compreender na plenitude as leis de Kirchhoff
acesse a videoaula a seguir:

o https://youtu.be/7tB-14356gA

[=] 73, [m]
A by



https://youtu.be/7tB-14356qA
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6.3 Leis de Kirchhoff

Quando o estudante ler os enunciados das duas leis de Kirchhoff, notard que ja as utilizou para
resolver problemas do capitulo Bl porém neste capitulo as leis serdo apresentadas de maneira mais
formal, pois serdo importantes para o uso adequado em métodos de andlises de circuitos e noutras
aplicacoes descritas no decorrer do presente livro. As duas leis de Kirchhoff sdo enunciadas e exemplos
de sua aplicagdo sdo dados no decorrer desta segao.

Primeira lei de Kirchhoff ou lei das correntes Diz que a soma das correntes que entram em um
no é igual a soma das correntes que saem deste mesmo né. Outra forma equivalente de enunciar
a lei das correntes é dizendo que a soma de todas as correntes entrando no né ¢é igual a zero. O
exemplo mostra aplicacoes desta lei.

Exemplo 6.1. Calcule o valor da corrente I indicada nos circuitos da figura 6.8l

Solugao:

De inicio serd encontrado I no circuito da figura Usando a lei das correntes, que diz que a
soma das correntes que entram em um no ¢é igual a soma das correntes que saem, tem-se:

Correntes que entram Correntes que saem

10 412 = 15+1
Que resulta em:

I=10+12-15
I=T7A

Agora serd encontrado o valor de I indicada na figura . Mais uma vez é utilizada a lei das
correntes, que permite escrever:

Correntes que entram Corrente que sai

—_— ~~
8+11+141 = 0
Que resulta em:

I=-8-11-1
I=-20A

(b)

Figura 6.8: Circuitos relativos ao exemplo [6.1]
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+ + 34
10V —— I ? 50 12V = I,
- - +
- 6V
(b
N 100
30V _ IS
- +
- 10V

(c)

1

Figura 6.9: Circuitos elétricos relativos ao exemplo

Como todas as correntes estdo indicadas entrando no nd, era de se esperar que o valor de I fosse

negativo. Se o estudante desejar pode também indicar I saindo do né e com valor igual a +20 A ou

simplesmente 20 A. Ambas as indicagoes para I (seja entrando ou saindo do né) estao corretas, desde

que se respeite o sinal do valor de I. O habitual é indicar o sentido em que a corrente fique positivo.
O

Segunda lei de Kirchhoff, lei das tensoes ou lei das malhas Diz que a soma das d.d.p. de
cada ramo que constitui um lago, quando este é completamente percorrido em um sentido, é
igual a zero. Lembrando que em cada ramo haverd um elemento, entdo pode-se enunciar a se-
gunda lei de Kirchhoff da seguinte forma: a soma das d.d.p. nos terminais de todos os elementos
que constituem um laco é igual a zero. O exemplo mostra aplicacbes desta lei. Esta lei
também é chamada de lei de Kirchhoff das tensoes (LKT). Outro comentario relevante é que
ela se aplica obviamente as malhas, sendo esta aplicacdo mais comum, por isto mesmo a lei é
também conhecida como lei das malhas.

Exemplo 6.2. Encontre o valor da corrente dos circuitos da figura [6.91

Solucgao:

Os circuitos da figura possuem apenas um lago (que neste caso também é uma malha). As
indicagbes das correntes ji estdo feitas (todas no sentido horério) e o seu valor pode ser encontrado
utilizando a segunda lei de Kirchhoff, que diz que a soma das tensées de todos os elementos em um
laco € igual a zero. A seguir, as solu¢bes para cada circuito.

e [; da figura pode ser encontrada usando a segunda lei de Kirchhoff, como mostrado na

sequéncia;:
—10+51 =0
10
L =—=2A
)

Saliente-se que a malha foi percorrida a comegar pela fonte de tensdo, mas se fosse desejo do
estudante comecar pela resisténcia o resultado encontrado seria o mesmo (57 —10 =0=1I; =
10/5 =2A).
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e Irda ﬁgura é encontrado quando é utilizada novamente a segunda lei de Kirchhoff, como
mostrado na sequéncia:

43I, +6—-12=0

43I, —6=0
430, = 6

6
I == =2A
273

e I3 da figura também é contrado empregando-se novamente a segunda lei de Kirchhoff.
Assim tem-se que:

+40 - 30 +10I3 =0

10 + 1013 = 0
~10

1=——=-1A
10

Note que I3 possui valor negativo, ou seja, a corrente na verdade circula no sentido anti-horério.
Como nem sempre é possivel saber de antemao o sentido de circulagdo da corrente, é muito
comum encontrar valores negativos. Nao hd nada de errado, o estudante s6 deve ficar atento
se o problema quer saber a intensidade (médulo) da corrente ou seus valor e sentido. Sendo
esta ultima opg¢ao, pode-se dizer que a corrente indicada no sentido horario possui valor de —1 A
ou pode dizer também que a corrente neste mesmo laco indicada no sentido anti-horario possui
valor de 1 A (é mais comum que seja dito o valor positivo e indicado seu respectivo sentido).

Nota: é sugerido ao estudante solucionar este exemplo indicando as correntes no sentido anti-horario.
O

Videoaula 6.2 (Sobre as 12 e 22 leis de Kirchhoff). Para mais informagdes sobre as 1*
(referente as correntes) e 22 (referente as tensoes) leis de Kirchhoff acesse a videoaula a
seguir:

e https://youtu.be/CMnn7UXm9xw

[=] et [m]
-'-:"] k. {.I

ed Jd

6.4 Analise de malhas

O emprego da lei de Kirchhoff das tensdes, quando aplicada as malhas, permite encontrar os
valores das correntes de circuitos. A seguir o procedimento do chamado método da andlise de malhas
¢é descrito e para seu uso adequado, o estudante deve:


https://youtu.be/CMnn7UXm9xw
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1. Identificar cada uma das malhas e nomear a corrente que circula em cada uma delas com uma
variavel (neste livro geralmente as correntes sio nomeadas como Iy, I, I, ---). As correntes
podem ser indicadas no sentido horario ou anti-horario. Os sentidos das correntes podem ser
escolhidos independentemente, ou seja, uma malha pode ter sua corrente indicada no sentido
horério e outra malha pode ter sua corrente indicada no sentido anti-horario. Nao hé critério para
os sentidos das correntes nas malhas, portanto, a escolha depende da vontade ou da percepcao
de quem estiver solucionando a questdo, pois pode notar que a opc¢ao por algum sentido cria
algum tipo de facilidade;

2. Escrever as equagoes de tensdo para cada uma das malhas utilizando a LKT;
3. Organizar as equacoes de tensdo encontradas no item anterior como um sistema de equagoes;

4. Resolver o sistema de equagoes do item anterior para encontrar as correntes das malhas.

Este procedimento descrito é mostrado no exemplo 6.3l

Exemplo 6.3. Calcule os valores das correntes I, I, e I,, indicadas no circuito da figura [6.10(a)|

I 10 2Q
. W W
L
+ 12V
24V—— I =30 I -
- 10
(a) (b)
Figura 6.10: Circuitos elétricos correspondentes ao exemplo [6.3]
Solugao:

Empregando o procedimento descrito no inicio desta secao pode-se encontrar as correntes solicita-
das.

1. Conforme mostrado na figura|6.10(b)| as duas malhas sdo identificadas e as suas correntes foram

nomeadas I; e Iy (ambas no sentido anti-horario);

2. A equagdo de tensdo para a malha 1 (percorrida no sentido anti-horario a partir da resisténcia
de 1Q) é encontrada e organizada a seguir:

+1I1 +24+3([; — I3) =0
11 +24+301 — 31, =0
L +3L —31,+24=0
411 — 31, = —24 (6.1)
Note que a corrente que circula (de baixo para cima) no ramo que possui a resisténcia de 32 é
I, — I, pois esta resisténcia faz parte das duas malhas.

A equacio de tensdo para a malha 2 (percorrida no sentido anti-horario a partir da resisténcia
de 2Q) é encontrada e organizada a seguir:

+2I+3(ly — 1) +4I, —12=0
200+ 310 — 311 +4I, —12=0
=31 + 21+ 315 +41, — 12 =0
—3I + 91, = 12 (6.2)
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Note que a corrente que circula (de cima para baixo) no ramo que possui a resisténcia de 32 é
Iy, — I, pois esta resisténcia faz parte das duas malhas.

3. As equagoes (6.1) e (6.2) formam um sistema de equagoes, que pode ser organizado como:

{ 46 — 31, = —24 (63)

=311 + 91, =12

4. Para solucionar o sistema serd usado o método da substituicdo. As equagdes acima enumeradas
como (6.3) serao chamadas de primeira equacao (413 — 3Is = —24) e segunda equagao (—31; +
91, = 12). Isolando I na primeira equagdo, encontra-se:

AL = 315 — 24
3L, —24

I 1

(6.4)

Substituindo I; na segunda equacdo, encontra-se:

=3I + 91, =12
-3 (%) +9 =12
<—9Iz + 12 + 36]2) _ 19

=9I + 72 + 3615 = 48
—915 4+ 361 =48 — 72
271y, = —-24
24
5=

8
= ——=-0,89A
? 9
O valor de I5 ja foi encontrado, agora falta o valor de I;. Este pode ser obtido substituindo /5 em
qualquer uma das duas equacoes do sistema linear. Ja que a primeira equagao ja foi manipulada
de maneira conveniente, entao serd utilizada a equacio (6.4):

3, — 24

I = QT
3(—0,89) — 24

=2t

4

2,67 — 24

e
—26,67

I = 1

I = —6,67A

O préximo passo ¢ organizar a resposta. A comparacao entre as correntes I, I, e I, do circuito

da figura[6.10(a)| e as correntes I; e I» da figura [6.10(b)| permite encontrar:
I, = I = —(—6,67) = 6,67 A
I,=I,=—0,80A
Ly=1Ir— I = —0,8) — (—6,67) = —0,89 + 6,67 = 5,78 A
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Exemplo 6.4. Calcule a poténcia consumida pelo dispositivo modelado pela resisténcia de 5 do
circuito mostrado na figura [6.17] considerando as correntes I; e I» nos sentidos ja indicados.

21V
30 Ty
Wy |
Ik
15V
12V — I I
+
2Q 5Q

W
49

Figura 6.11: Circuito correspondente ao exemplo [6.4l

Solugao:
E necessario empregar a analise de malhas para encontrar o valor de corrente que atravessa a
resisténcia de 52 e com o seu valor pode-se calcular a poténcia utilizando:

Psq = 512,

1. Os sentidos das correntes ja foram determinadas pelo enunciado do problema e sdo a I; no
sentido horario e a I no sentido anti-horario;

2. Obtém-se a equacao de tensdo para a malha 1 a partir da resisténcia de 32, como mostrado a
seguir:
3L+15+2(I + 1) + 411 +12=10
3[1+2[1 + 4[1 + 2[2 +15+12=0
911 +215 = —27 (65)

Note que a corrente que circula de cima para baixo na resisténcia de 2 é I; + I, pois esta
resisténcia faz parte de ambas as malhas.

Obtém-se a equacao de tensdo para a malha 2 a partir da fonte de 21 V, como mostrado a seguir:

21415 + 2([2 + Il) +5,=0
211+215 +5,+21+15=0
2I1+715, = —36 (6.6)

3. As equagoes (6.0) e ([6.6) formam um sistema de equagoes, que pode ser organizado como:

(6.7)

911 + 21, = —27
20 + 71, = —36

Sera utilizado o método da adigdo para solucionar o sistema de equagdes descrito na equa-
¢ao ([B1). O estudante deve lembrar que deseja-se obter a corrente na resisténcia de 52, que no
caso é Is. Desta forma, precisa-se encontrar uma maneira de eliminar a varidvel I; na soma das
equagoes do sistema. Pode-se, por exemplo, multiplicar a segunda equagao por —9/2 e assim
dar prosseguimento a solugdo do sistema de equagoes, como mostrado a seguir:

(6.8)

911 + 21, = —27
(21 + 7T, = —36) x (=9/2)
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Resultando em:

63 (6.9)

91 + 215, = —27
-9 — 712 = 162

Agora pode-se finalmente somar as equacoes do sistema, encontrando-se:

63
~9L — - 1r = 162 (6.10)

0— (59/2)I, = 135

91 + 21, = —27
+

O valor de I é:

—591, = 270 (6.11)
270
Iy =~ S5 = —4,5763 ~ —4,58 A (6.12)

Note que nao é necessario calcular o valor de Iy, apesar de ter sido necessario indicar seu sentido
e encontrar a equacao da malha 1 para que fosse possivel obter o sistema de equacoes.

A poténcia solicitada no presente exemplo é encontrada utilizando-se a equagao (6.4]) e lembrando
que Isq = Is = —4,58 A. Desta maneira, obtém-se:

Psq = 512 = 5(—4,58)% = 104, 71W

O estudante deve notar que ndo faz diferenca no resultado se a corrente possui valor positivo ou
negativo, ja que a poténcia é sempre consumida por um elemento resistivo. Outra forma de entender
isto é notando que um numero elevado ao quadrado sempre resulta em um valor positivo, ou seja:
4,58% = (—4,58)% = 20,98.

O

Videoaula 6.3 (Sobre o método anélise de malhas). Para mais detalhes sobre a técnica
de andlise de malhas acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/MbII-LIBZFc



https://youtu.be/MbII-LIBZFc
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Videoaula 6.4 (Exemplo utilizando o método analise de malhas). Para ver a solugdo de
um exemplo que utiliza a técnica de andlise de malhas para encontrar as grandezas de um
circuito acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/n14-GH2U_s8

6.4.1 Associacao de fontes de tensao

Uma das aplicagbes mais diretas da lei das tensdes de Kirchhoff e da anélise de malhas é na
associagao de fontes de tensdo. Elas sdo utilizadas em conjunto quando uma tnica fonte nao consegue
fornecer o valor requerido de tensdo ou poténcia. Dois casos simples sdo utilizados para exemplificar
os motivos pelos quais se faz a associagdo de fontes de tensao:

Caso 1 Um dispositivo deve ser alimentado com uma d.d.p. de 60V, porém, sé ha baterias de 12V.
Deve-se entao associar em série 5 baterias (ver figura|6.12(a)]) e isto ainda permite aumentar em
5 vezes a poténcia que pode ser fornecida;

Caso 2 Suponha que um equipamento deve ser alimentado com uma d.d.p. de 12V consumindo
uma poténcia de 1000 W, porém sé ha baterias de 12V e que fornecem no maximo 500 W cada.
Deve-se entao associar duas baterias em paralelo, assim o valor da tensao é mantido em 12V e a
poténcia total que pode ser fornecida pela associacdo de baterias é igual a que é consumida pela
carga (ver figura . Pode-se pensar este caso do aumento de poténcia como um aumento
de corrente, pois a tensdo ¢ mantida, mas a corrente que as fontes associadas podem fornecer

aumenta.
12V
+ [ -
12V 12V 12V 12V 12V |
I I e I 12V
| | | | || | | | | + =
J | I | I | | | J |
@ b o be
(a) Uab =60V. (b) Uab =12V
e poténcia total
de 1kW.

Figura 6.12: Associagdes em série e em paralelo de fontes de tensido ideais.


https://youtu.be/n14-GH2U_s8
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Ainda que os dois casos tratados sejam especificos, pode-se perceber que a associacdo de fontes
permite aumento de tensdo (quando associadas em série) ou de corrente (quando associadas em pa-
ralelo). Da andlise destes dois casos pode-se resumir os motivos pelos quais se realiza a associagdo de
fontes de tensao:

Associagdao em série de fontes de tensao E realizada quando se deseja aumentar o valor da ten-
sdo a ser fornecida & carga. A poténcia que pode ser fornecida também aumenta com a adicao
de mais baterias na associacao;

Associagio em paralelo de fontes de tensido E realizada quando se deseja aumentar o valor da
corrente que pode ser fornecida a uma carga, mas nao se deseja modificar o valor da d.d.p.
aplicada & mesma. A poténcia que pode ser fornecida também aumenta com a adi¢do de mais
baterias na associacao.

Os exemplos a seguir mostram situagdes mais complexas nas quais faz-se necessario associar fontes
de tensao.

Exemplo 6.5. Sabendo que cada bateria possui uma d.d.p. de 12V e pode fornecer uma poténcia
maxima 2kW, calcule para o circuito mostrado na figura[6.13(a)}

(a) O valor da tensdo entre os terminais a e b da associagdo de baterias e;

(b) A poténcia total que a associacdo delas pode fornecer a uma carga que seja conectada a estes
terminais.

Obs.: deve ser notado que as polaridades das baterias estdao indicadas com + e —.

12V 12V 24V
[ [ [
12V 12V 24V
[ [ [
ol be ol be
(a) Circuito com baterias. (b) Baterias representadas por (c) Apés a asso-
fontes de tensao ideais. ciacdo em série

de baterias.

Figura 6.13: Circuitos elétricos referentes ao exemplo

Solugao:

Com o intuito de tornar a visualizagdo mais facil para o estudante, o circuito da figura [6.13(a)| é
redesenhado na figura [6.13(b)| e assim fica mais facil perceber que ha baterias em série, que depois
de associadas permite que o circuito seja redesenhado como mostrado na figura As respostas
sao:

(a) Do desenho da figura|6.13(c)|conclui-se que valor da tensao entre os terminais a e b da associagdo
de baterias é 24 V;

(b) A poténcia total que a associagdo das baterias pode fornecer é de 4 x 2kW = 8kW (basta
multiplicar a poténcia de cada bateria pela quantidade total delas).
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Conclui-se que uma tnica bateria de 24V que pudesse fornecer uma poténcia de 8 kW poderia
substituir todas as quatro baterias. Entretanto, o arranjo com varias baterias é feito exatamente
quando ndo h& disponivel uma tnica que possua os valores de d.d.p. e poténcia adequados. A
especificacdo de baterias foge ao escopo do presente livro, pois ainda é necessario verificar por quanto
tempo a bateria consegue fornecer a poténcia calculada.

O

O estudante pode ainda nao ter percebido a forte relagao existente entre a associacdo de fontes de
tensao ideais e a lei das tensoes de Kirchhoff. Para que esta relacdo fique clara, o exemplo mostra
como a tensdo nos terminais da associagdo se comporta a depender da polaridade de cada fonte de
tensao ideal.

Exemplo 6.6. Qual o valor da tensdo U, nos terminais dos circuitos mostrados na figura [6.T4}

10V 12V 10V 10V 10V

S
foal

Figura 6.14: Circuitos elétricos referentes ao exemplo [6.6l

Solugao:

Para o circuito mostrado na ﬁgura deve-se utilizar a lei das tensoes de Kirchhoff percorrendo
o circuito no sentido anti-horario. O estudante deve imaginar que entre os terminais a e b hd um
dispositivo imagindrio qualquer e assim percorrendo o lago no sentido anti-horario, encontra-se:

Up—-—10-10-104+12-10=0

Portanto:
Uwp =28V

Se o lago fosse percorrido no sentido horério seria encontrado Up, = —28 V, porém ja deve ser dominio
do estudante que isto é igual a Uy, = 28V, que é a grandeza solicitada.

O valor de U, para o circuito mostrado na ﬁguraé encontrado quando o mesmo é percorrido
no sentido anti-horario e, assim obtém-se:

Up—10+10 - 10410 — 10 = 0
Uwp = 10V

Percorrendo o circuito mostrado na figura [6.14(c)| no sentido anti-horério, encontra-se:

Up+22+18+14+124+10=0
Uy = —T76V

Deste exemplo pode-se perceber que é necessario ter bastante cuidado na hora de realizar as
conexoes das fontes de tensdo, pois se elas forem conectadas com polaridades incorretas, a d.d.p. nos
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terminais da associacdo pode nao ser aumentada como previsto (neste caso nem todas as tensoes nos
terminais das fontes se somarao, como mostrado pelos circuitos das figuras [6.14(a)| e [6.14(b))).

Ainda que todas as fontes de tensdo sejam conectadas com polaridades que somem os valores
das suas tensoes terminais, deve-se ter atencdo a polaridade da associagao obtida, como mostrado na
figura na qual o valor da d.d.p. U tem valor negativo. Se o dispositivo a ser ligado a estes
terminais exige o conhecimento da polaridade, isto deve ser levado em consideracdo: por exemplo, um
motor CC de imas permanentes tem o sentido da rotagdo diretamente relacionado com a polaridade
da fonte, entdo tente imaginar a tragédia que ocorreria num motor cuja funcio fosse elevar uma carga
perigosa e em vez disso ele usasse sua poténcia para abaixar? A carga ndo precisa nem mesmo ser
explosiva para se imaginar uma tragédia; basta pensar que é uma carga viva: pessoas, por exemplo.

(]

Videoaula 6.5 (Associacdo de fontes de tensdo). Para mais informagdes sobre como
realizar a associacdo de fontes de tensdo acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/Q-VvOpQLG1M

Placas fotovoltaicas

As placas de energia solar, que também sdo conhecidas como placas fotovoltaicas ou painéis foto-
voltaicos, podem ser tratadas, sob certas situagoes, como fontes de tensao ideais. Obviamente, deve-se
considerar que a placa fotovoltaica opera com valores constantes de radiacio, temperatura e poténcia
consumida pela carga, como descrito a seguir:

Radiagao Forma na qual a energia gerada pelo Sol é transferida: sua unidade é o W/ m? e pode ser
alterada rapidamente pela passagem de uma nuvem, no caso de uma aplicacio terrestre. Ainda
que em uma regiado com poucas nuvens, a radiagdo solar se altera durante o dia, sendo mais
intensa ao meio-dia e menos intensa no inicio da manha e fim da tarde. A poténcia que uma
placa fotovoltaica pode fornecer é maior se sobre ela incide um valor elevado de radiagao solar.
O valor da tens@o nos terminais da placa solar também aumenta com o aumento da radiagao.

Temperatura Influencia diretamente na operacdo da placa solar, de forma que quanto menor for
a temperatura maior é a capacidade da placa em fornecer poténcia. Um ambiente ideal para
instalacdo de placas fotovoltaicas deve ter, portanto, elevada radiacdo solar e baixa temperatura.

Poténcia consumida pela carga Se incide sobre uma placa fotovoltaica, que ndo alimenta ne-
nhuma carga, certo valor de radiacdo solar, pode-se medir a d.d.p. nos seus terminais com
um voltimetro. Ainda que a radiacdo solar mantenha a mesma intensidade, se uma carga é


https://youtu.be/Q-Vv9pQLGlM
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Y

>
>

1 1

(a) Grafico U wversus I. (b) Parcela do grafico U versus I em que
a tensdo é aproximadamente constante.

Figura 6.15: Graficos U versus I caracteristicos de placas fotovoltaicas.

conectada aos terminais da placa fotovoltaica, a leitura do voltimetro serd um valor de d.d.p.
menor que o do caso anterior, sem carga. Quanto maior for a poténcia consumida pela carga,
menor serd a tensdo nos terminais da placa fotovoltaica, de maneira que o valor da tensdo nos
terminais da placa s6 pode ser considerado constante quando hd uma carga que consuma um
valor de poténcia especificado. Se este valor for excedido, a tensido pode diminuir a valores
que prejudiquem a operacao de todo o sistema e, por isto, instala-se dispositivos de controle e
protegao de sistemas de geracao fotovoltaica.

Nas fontes de tensdo ideais, a tens@o nos seus terminais possui sempre o mesmo valor ainda que
a corrente fornecida pela fonte a carga aumente indefinidamente e, neste caso, a poténcia entregue
a carga aumenta indefinidamente também, ja que ela é calculada pela multiplicacdo da tensdo nos
terminais da fonte (constante numa fonte ideal) e da corrente (aumenta indefinidamente). Isto néo
ocorre na realidade e as fontes de tensdo como pilhas, baterias e as citadas placas fotovoltaicas tem a
tensao nos seus terminais diminuida quando a carga drena mais corrente. A forma real de uma curva
da tensdo nos terminais de uma placa fotovoltaica wversus corrente que é entregue a carga é mostrada
na figura evidencia que a tensao diminui até chegar a zero. Pode-se, portanto, notar que a
placa fotovoltaica ndao pode alimentar qualquer carga, pois se a carga consumir muita poténcia, o que
equivale a dizer que drena muita corrente, entdo a tensdo caird em niveis ndo aceitaveis. Obviamente,
se a placa fotovoltaica ou a associacio delas tiver dimensionamento adequado, entdo todo o conjunto
operard na faixa adequada de tensdo (mostrada na figura que ¢é a parcela do grafico da
figura na qual a tensao é aproximadamente constante e, nesse caso, a aproximagao da fonte de
tensdo ideal pode ser empregada em célculos aproximados como os feitos neste livro.

Se as condig¢oes permitem a modelagem de uma placa fotovoltaica por uma fonte de tensdo ideal,
entdo o estudante ja possui o conhecimento de toda teoria necessaria para resolver problemas simples
como o descrito no exemplo [6.7

Saliente-se que para o estudo mais detalhado das relagoes entre as grandezas tensdo, corrente e
poténcia, é necessario o conhecimento de eletrénica, pois a célula fotovoltaica é construida empregando
materiais semicondutores; esta abordagem foge ao escopo deste livro e do conhecimento e interesse
dos autores.

Exemplo 6.7. Trés painéis fotovoltaicos idénticos sdo ligados em série conforme mostrado na fi-
gura Quais os valores da tensdo nos terminais da associacdo e da poténcia total que a
associagao pode fornecer?

Dados: na situacdo descrita, cada painel possui tensdo terminal de 18V e pode fornecer uma
poténcia de 600 W.
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Figura 6.16: Ilustragoes referentes ao exemplo

Solucgao:

Para facilitar o entendimento pode-se redesenhar o sistema de alimentacao de eletricidade usando
placas fotovoltaicas como fontes de tenséo ideais (ver figura . A tensdo nos terminais da
associacao é encontrada somando a tensao de todas as placas. Portanto, a tensdo nos terminais da
associacao é:

Uy =18 + 18 + 18
Uy =54V

A poténcia que o conjunto de placas pode fornecer é dado pela soma das poténcias individuais,
que resulta em:

Piotar = 600 + 600 + 600
Piotar = 1800 W
Ptotal = 17 8kW

O estudante pode notar, observando a ilustracdo de cada uma das placas solares, que elas possuem
varios pequenos hexdgonos: estes representam as células fotovoltaicas. As células sdo associadas
internamente em série e em paralelo para que cada uma das placas possua o valor de tensdao nos
terminais e poténcia desejada. Assim, o fabricante pode desenvolver varios modelos diferentes de
placas fotovoltaicas (com tensoes e poténcias diferentes) alterando somente a forma de associacao das
células fotovoltaicas e a quantidade delas.

O
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Videoaula 6.6 (Sobre o basico de placas fotovoltaicas). Para mais informagoes sobre as
placas fotovoltaicas, que sado fontes de tensdo continuas, acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/ublBraBP134

6.4.2 Analise de malhas com fontes de corrente

A fonte de corrente pode parecer inicialmente um dificultador, pois é mais um tipo de elemento
de circuito para ter suas relagbes postas na mente do estudante. Porém, a existéncia de uma fonte
de corrente na verdade cria uma facilidade, pelo menos quando ela nao estd entre duas malhas: neste
caso faz-se o uso do conceito de supermalha, que é apresentado posteriormente na secao

Vamos comecgar nosso estudo respondendo uma pergunta basica: qual é o propésito do método
de andlise de malhas? E encontrar as correntes nas malhas através das equacdes de tensdo baseadas
na 22 lei de Kirchhoff. A fonte de corrente impde a corrente de malha, entdo a corrente é facilmente
identificada! Vé-se que a solucdo ficou na verdade mais simples e ndo mais complicada. Ainda assim é
importante que um exemplo seja apresentado para que se tenha maior clareza na aplicacdo do método.

Exemplo 6.8. Calcule a corrente I, indicada no circuito mostrado na figura[6. 171 Resolva o problema
considerando os sentidos das correntes de malha I7 e Is ja indicados no referido circuito.

Solugao:

O primeiro passo é escrever as equagoes das tensoes de malhas. Para a malha 1 tem-se que:

+201 —36+48=0

2, =—12 = [} = —12/2
I =—6A

20 = "[3 18V = k}) =10
+

36V 5A

Figura 6.17: Ilustragido referente ao exemplo [6.8l


https://youtu.be/ublBraBP134
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Para a malha 2:
Ib=5A

Veja que a presenca da fonte de corrente facilitou a solugdo. O valor de I, pode ser encontrado
ap6s andlise do circuito da figura BTt

I, =L -1
I, =—6-(5)
I, =—11A

Na videoaula [6.7] é apresentada a teoria da andlise de malhas com fonte de corrente e um exemplo
de trés malhas, o que pode auxiliar na fixacdo do método na mente do estudante.
(]

Videoaula 6.7 (Analise de malhas em circuitos com fontes de corrente). Para mais
informagbes sobre o uso da técnica de andlise de malhas em circuitos com fontes de corrente
acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/nCKkgxsxbRro

6.4.3 Supermalha

Quando ha uma fonte de corrente entre duas malhas surge um problema: como escrever as equagoes
destas malhas que compartilham a fonte de corrente se ndo é possivel identificar uma relagdo direta
entre tensdo nos terminais e a corrente imposta pela referida fonte? E necessério que o estudante
lembre que a tensdao nos terminais da fonte de corrente ideal pode assumir qualquer valor (grande ou
pequeno, positivo ou negativo etc.) que ainda assim a corrente nao se alterara.

A solugao para isto é utilizar a supermalha, que surge quando a fonte de corrente que é compar-
tilhada por duas malhas e todos os elementos que estdo em série com ela sdo retirados da ilustracao
do circuito. Dessa forma, duas malhas se tornam uma: a supermalha. Obviamente serd necessario
encontrar outra equagio para resolver o problema e para isto serd utilizada a primeira lei de Kirchhoff
e a soma das correntes de qualquer dos dois nés dos elementos retirados serd utilizado para este fim.

Siga o procedimento a seguir (vai ficar mais ficil entender acompanhado posteriormente o exem-

plo E.9):

1. Identificar as correntes de malha do circuito e seus sentidos (escolhe-se o sentido que quiser,
podendo inclusive selecionar sentidos diferentes entre as malhas);

2. Retirar a fonte de corrente entre duas malhas e seus elementos em série da ilustragdo do circuito;


https://youtu.be/nCKgxsx5Rro
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5.

Aplicar a lei de Kirchhoff das tensoes na supermalha e demais malhas do circuito;

. Aplicar a lei de Kirchhoff das correntes num dos nds que se relacione com os elementos retirados

na ilustracdo no primeiro passo. E necessario rever o circuito original sem a retira do trecho que
criou a supermalha;

Resolver as equagoes e encontrar as correntes do circuito.

Exemplo 6.9. Calcule a corrente I, indicada no circuito mostrado na figura [6.18(a)l Resolva o
problema considerando os sentidos das correntes de malha I; e I ja indicados no referido circuito.

20= k}s 5AGD k[) =10  20= k}s k[) =10
||

N >

|

_ _ [
36V z 48V 36V z 48V
(a) Circuito original com identificacio de correntes. (b) Circuito apds a identificagdo da supermalha.

Figura 6.18: Ilustracao referente ao exemplo

Solugao:
Seguindo as cinco etapas descritas anteriormente:

1.

No proéprio circuito original (ver figura [6.18(a)]) j4 foram estabelecidos os sentidos das correntes
das malhas um e dois;

. Com a retirada da fonte de corrente comum as duas malhas o circuito se torna o ilustrado na

figura [6-18(D)

O circuito simplificado tem s6 a supermalha, entdao a equagao de tensao é:

211 —36+48+ 11, =0
211 + b = —12 (6.13)

Nao hé outra malha no circuito, mas caso houvesse as equacoes de tensdo deveriam ser escritas;

. S80 duas malhas, mas com o uso do conceito de supermalha apenas uma equacao foi encontrada.

Entdo deve-se encontrar a segunda equagao utilizando lei de Kirchhoff das correntes de um dos
nés que possui o trecho retirado do circuito. Serd escolhido o né acima da fonte de 5 A (veja
novamente o circuito original da figura ; estudante, depois escolha o n6 abaixo e veja
que a resposta serd a mesma. A equacdo encontrada é:

L=l +5
L—I,=-5 (6.14)

. O 1ltimo passo é resolver o sistema formado pelas equacoes [6.13] e [6.14l Como foi pedida a

corrente I, (releia o enunciado), entdo bastaria encontrar o valor de I, pois I, = I5. O par
de respostas do sistema é: [} = —5,667 A e [y = —0,667 A (faga os cdlculos por sua conta). A
resposta solicitada é:

I, =1, =—0,66TA
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d

Duas coisas seriam bem tteis para fixagdo do conceito de supermalha: reler o texto desta secao
apos ter estudado o exemplo e ver a videoaula 6.8l E recomendado que faga ambas as coisas.

Videoaula 6.8 (Sobre o uso da supermalha). Para mais informagdes sobre o uso da
técnica de analise de malhas quando é necessario utilizar o conceito de supermalha acesse
a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/c_6irgP3SHM

6.4.4 Analise de malhas por inspecao

Por necessitar de dlgebra matricial, este método é tratado como sugestdo para cursos menos apro-
fundados. Obviamente isto ndo é um problema para cursos superiores e a escolha em fazer uso deste
método ou nao depende da ementa da disciplina. Nos cursos de circuitos para a formacgao de pessoal
da area de sistemas elétricos de poténcia (SEP) é conveniente que este método seja apresentado, pois
procedimento similar é apresentado para formacao da matriz impedéancia do SEP B. A andlise de ma-
lha por inspecdo se aplica exclusivamente aos circuitos que tenham fontes de tensao E, nao podendo
ter, portanto, fontes de corrente para que o método possa ser aplicado. Deve-se escrever um sistema
matricial com a seguinte forma:

RI=U (6.15)

As indicagbes em negrito servem para indicar que se trata de matrizes ou vetores. Na equa-

cao (I3.10) tem-se:
¢ R representando a matriz de resisténcia;
e I representando o vetor de correntes de malha;

e U representando o vetor de tensoes.

*Na secao [[3.43] é tratado da andlise de malhas por inspegdo em circuitos CA e esta aplicacio se assemelha ainda
mais a formacdo da matriz impedancia dos SEP.

3Este método exige fontes de tensdo independentes ou ndo controladas. Se houver fontes de tensdo dependentes ou
controladas a anélise de malhas por inspecao explicada nao se aplica.


https://youtu.be/c_6irgP3SHM
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Tendo eles os seguintes formatos:

Ry Rz -+ Rin
Ro1 Roo -+ Ron

R=| . , (6.16)
Rn1 Rn2 -+ RN

Sendo os elementos da diagonal principal a soma das resisténcias de cada uma das malhas (por exemplo,
R33 é o somatério dos valores de todas as resisténcias da malha 3) e os elementos fora da diagonal
sdo os negativos de cada um dos elementos que estdo presente entre as malhas (por exemplo, Rj3 é a
resisténcia comum as malhas 1 e 3);

I
. (6.17)

In
¢é o vetor com as correntes de malha que se deseja encontrar;

Uy

Us
u=|_ (6.18)

Un
é o vetor cujos valores correspondem ao negativo da soma da tensdo das fontes de tensdo (percorridas
conforme ja explicado na secao [6.2]) de cada uma das malhas. Outra forma de explicar é dizer que,
para este método, deve ser levado em consideracao que a queda de tensdo na fonte resulta numa tensao

negativa e vice-versa.
A solucéo para este problema é facilmente encontrado realizando a operacao matricial a seguir:

I=R'U (6.19)

Muita atencao: para que este método possa ser aplicado todas as correntes devem ser indicadas
em um unico sentido (hordrio ou anti-horério). No exemplo a seguir e na videoaula sugerida o
sentido horario foi escolhido, mas poderia ser o anti-horario.

Exemplo 6.10. Resolva o exemplo [6.4] utilizando como método de solucdo de circuitos a andlise de
malhas por inspecao, porém considerando ambas as correntes de malha no sentido horario.

Solugao:

E fortemente recomendado que o estudante redesenhe o circuito e indique as correntes no sentido
horério para ter melhor entendimento e conseguir fixar o método. Para este solucdo é chamada de
malha um aquela a esquerda e de malha dois aquela a direita.

Primeiramente sera encontrada a matriz de resisténcia, que seguindo as orientacoes ja descritas na
presente segao é:

R =

B+24+4) —(2) 9 -2
—2) 5+ 2)1 - l—2 7 ] (6.20)

Encontra-se agora o vetor U somando as tensdes das fontes: na presente solugdo é adotado como
critério o valor positivo da tensdo quando a fonte é percorrida no sentido da queda de tensao (do
+ para o —), entdo é necessario fazer o negativo desta soma. Seguindo na busca pelo vetor tensao
(lembre-se que ambos os sentidos de correntes sdo horarios!):

—(+12+15 —27

U=1_21-15)
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Encontrar as correntes I7 e I ficou facil, desde que se saiba a dlgebra matricial ou operar correta-
mente algum software que faga os calculos a seguir:

-1
e 9 -2 —27] [n]  [-1,983
I=R U_l—Q 7] % l%‘ || T |4,5763 (6.22)

No enunciado do exemplo [6.4] foi encontrado para a corrente I» o valor de —4, 5763, pois no referido
exemplo esta corrente estava indicada no sentido anti-horario, portanto, as solugoes do referido exemplo
e o atual estdo coerentes. O enunciado solicitou o calculo da poténcia na resisténcia de 5€2 e isto pode
ser feito de forma simples para o presente exemplo: Pso = 122 X b, o que resulta em 104,71 W, se o
valor de I for aproximado para 4,58 como feito no exemplo

Na videoaula [6.9, além da teoria, é apresentado um exemplo com um circuito maior com trés
malhas e uma quantidade maior de fontes de tensdo: vale a pena dar uma conferida no caso de ter
restado alguma duvida.

O

Videoaula 6.9 (Analise de malhas por inspecdo). Para mais informagdes sobre o uso da
técnica de andlise de malhas por inspecao, com exemplo, acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/hLGTBd01loWk

6.5 Analise de nés

A andlise de nds ou andlise nodal utiliza a primeira lei de Kirchhoff (das correntes) para que
equacoes de correntes de nés sejam encontradas e com isto as tensoes de nds sejam calculadas. Isto
mesmo: na andlise de malhas, equacdes de tensdo permitem encontrar correntes enquanto que na
analise nodal equacoes de correntes permitem encontrar tensoes.

Para que o método fique sistematizado é apresentado uma sequéncia de etapas que viabilizam
ao estudante fazer o uso correto com menor chance de erro. Saliente-se que ha um caso especial na
qual uma fonte de tensdo entre nés que nao sejam o de referéncia exige que seja usado o conceito de
supernd, mas isto é descrito na secio

Seguem etapas para aplicacdo da andlise nodal:

1. Deve-se selecionar um dos N noés do circuito para ser o de referéncia e atribuir tensoes Uy, Us,
.-+, Un_1 aos N — 1 nés restantes;


https://youtu.be/hLGTBdO1oWk
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2. Aplicar a lei de Kirchhoff das correntes para cada um dos N —1 nds que ndo sejam o de referéncia.
Quando houver uma fonte de tensao entre um né e o né de referéncia, entdo a tensdo daquele
né é a tensao da fonte;

3. Organizar e resolver o sistema de equagoes lineares que surgiu das N — 1 equagdes obtidas.

Estas etapas ficardo mais claras na mente de quem estudar o exemplo [G.1T

Exemplo 6.11. Calcule, utilizando a técnica de andlise nodal, a tensdao U, indicada no circuito

mostrado na figura [6.19(a)}

2A 40
SIS S
+ —
U, B
20= = 30 = 36V
_l’_
(a) Circuito original.
1 24 2 40 3
\/\ /\ —> \/\ /\I /\/\/\/ \/\‘/\/
+ + -+ +
U1 USC U2 U3 _
20= = 30 —— 36V
+

(b) Circuito apés a identificagdo dos nds e tensoes de nos.

Figura 6.19: Ilustracao referente ao exemplo [6.1]7]

Solucgao:
Seguindo as etapas descritas anteriormente para sistematizacdo da andalise nodal:

1. A indicagao do né de referéncia é feita na figura [6.19(b)| pelo simbolo comumente utilizado para
indicar aterramento, porém, neste caso, ele indica apenas que este né é o de referéncia. Na
mesma figura citada encontram-se também as indicagdes dos demais nés (1, 2 e 3) e as tensoes
destes nés em relagdo ao de referéncia (U, Uz e Us);

2. Utiliza-se nesta etapa a lei de Kirchhoff das correntes em cada um dos nds. Neste caso a esquerda
de cada uma das igualdades estardo as correntes que entram no né e a direita da igualdade as
correntes que saem. Para o né um:

Uy
0=—L 12
2+

Up=-4V (6.23)
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Para o nd dois:

Us  (Us—Us)
2=yt
24 = 4U, —|—3(U2 — U3)
12
24 = 4Uy + 3Uy — 3U3
U, — 3Us = 24 (6.24)

Para o né trés o cendrio é bem simples, pois entre ele e o nés de referéncia hd uma fonte de
tensao, portanto:

Us = —36V (6.25)

3. Trés nos e trés equagoes foram obtidas, mas neste caso duas tensoes (U e Us) foram obtidas ja
na etapa de desenvolvimento das equagoes de nés. Resta apenas o calculo da tensdo referente ao
n6 dois e isto pode ser feito organizando melhor a equagao (6.24]) (isolando Us) e substituindo o
valor encontrado na equacao ([6.25]). Tudo isto é feito na sequéncia:

24
Uy = + 3U3
7
24 + 3(—
U, = + 3(—36)
7
—84

O enunciado nao solicita que se encontre as tensoes de nés e sim a d.d.p. nos terminais da fonte
de corrente (releia o enunciado). Este valor é encontrado a seguir:

U, = Uy — Uy
Uy = (=4) = (-12)
U, =8V

Videoaula 6.10 (Sobre a anélise de ndés). Para mais informagdes sobre o uso da técnica
de andlise de nos, teoria e exemplo resolvido, acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/JtsdkOfy5Gw



https://youtu.be/Jtsdk0fy5Gw
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6.5.1 Superné

Quando ha uma fonte de tensdo entre dois nés que nao sejam o de referéncia surge um problema:
como escrever as equagoes de correntes destes nés conectados a esta fonte de tensdo se ndo é possivel
identificar uma relacio direta entre a corrente e a tensdo imposta pela referida fonte? E necessério
que o estudante lembre que a corrente que flui pela fonte de tensdo ideal pode assumir qualquer valor
(grande ou pequeno, positivo ou negativo etc.) que ainda assim a tensdo nao se alterara.

A solucdo para isto é utilizar o supernd, que surge quando a fonte de tensdo entre dois nds que
nao sejam o de referéncia e todos os elementos que estao em paralelo com ela sdo integrados a fim de
que os dois nés em questdo formem um supernd. Dessa forma, dois nés se tornam um: o superno.
Obviamente serd necessario encontrar outra equagao para resolver o problema e para isto serd utilizada
a segunda lei de Kirchhoff e a soma das tensoes de qualquer malha que envolva o superno.

Siga o procedimento a seguir (vai ficar mais facil entender acompanhando posteriormente o exem-

plo G.12]):
1. Identificar os nés do circuito e suas tensoes em relacdo ao né de referéncia;

2. Identificar a fonte de tensdo e seus elementos em paralelo entre dois nés. Pode-se suprimir da
ilustragao do circuito os dois nés em analise e ilustrar um superno;

3. Aplicar a lei de Kirchhoff das correntes no superné e demais nds do circuito;

4. Aplicar a lei de Kirchhoff das tensdes numa malha que envolva o superné usando o circuito
original;

5. Resolver as equagoes e encontrar as tensoes do circuito.

Exemplo 6.12. Calcule a poténcia do dispositivo modelado pela resisténcia de 5€) no circuito mos-
trado na figura [6.20(a)l Resolva o problema considerando as indicagoes ja feitas de nés e tensoes.

Solugao:

Saliente-se que sempre que for aplicada a lei de Kirchhoff das correntes nesta solugao serdo postas
a esquerda da igualdade as correntes que entram no né e a direita as correntes que saem do referido
no. Seguindo as cinco etapas descritas anteriormente:

1. No proéprio circuito original (ver figura [6.20(a))) ja foram estabelecidos os nés 1, 2, 3 e de refe-

réncia.

2. Com a retirada da fonte de tensao e da resisténcia de 42 que estd em paralelo com ela, fica

estabelecido o superné (SN) conforme ilustrado na figura [6.20(b)|
3. O circuito simplificado tem os nés 1 e SN, entdo as equagoes de corrente sao:

Para o né 1:

Ui
0=—+5
5 +
U =-10V (6.27)
Para o SN:
Us Us
h=—F—+ =
3 5
75 = 5Uy + 3U3
15

5U; 4 3Us = 75 (6.28)
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1 . 5A 2 | | | 3
N\ 7 \ /
\/\ // > \\ // I i }—\—1_ R D/\/
+ r 60V +
Uy Us Us

1 5A SN

U
20 = = 30 = 50

(b) Circuito apés a identificagdo do supernd.

Figura 6.20: Ilustracao referente ao exemplo [6.12]

4. Sao trés os nds no circuito original (excluindo o de referéncia), entdo é necessario encontrar uma
terceira equacao para solucionar o sistema, pois este deve ter trés variaveis, pois ha trés tensoes
de né. A terceira equagao vird da aplicacdo da lei de Kirchhoff das tensées em qualquer malha
que envolva o supernd, porém isto deve ser feito no circuito original (ver figura [6.20(a)|). No
referido circuito é escolhida a malha com a fonte de 60 V e as resisténcias de 3§2 e 5€2. A equacao
encontrada apds aplicagdo da lei de Kirchhoff das tensoes é:

Uy +604+U3=0
Us —Us =60 (6.29)

5. Trés equagdes (([€27), (€28) e (6.29)) e trés incdgnitas. Basta solucionar o sistema e encontrar
as respostas (neste caso U ja estd calculado desde a andlise nodal): Uy = —10 V, Uy = 31,875
Ve Uz = —28,125 V. Nao foram solicitados os calculos destas tensoes e sim a poténcia relativa
a resisténcia de 5 (releia o enunciado) e para isto bastava o calculo de Us, que é a tensdao nos
terminais do referido elemento. A poténcia solicitada é:
Us?  (—28,125)2
P = 0 2 EBIT 50w
) 5
Duas coisas seriam bem tuteis para fixacdo do conceito de supernd: reler o texto desta secdo ap0ds
ter estudado o exemplo e ver a videoaula 6.1l Recomendo que faca ambas as coisas.
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Videoaula 6.11 ( Sobre o uso do supernd). Para mais informagdes sobre o uso da técnica
de analise de nés quando é necessario utilizar o conceito de superné acesse a videoaula a
seguir:

e https://youtu.be/M41XJdhdpoO

6.5.2 Analise de nés por inspecao

Assim como o método de andlise de malhas por inspecdo descrito na se¢do 44l o método de
andlise de nds por inspecio é adequado se o estudante souber algebra matricial, entdo é conveniente
que seja utilizado em cursos superiores.

A andlise de nds por inspecdo se aplica exclusivamente aos circuitos que tenham somente fontes de
corrente @, nao podendo ter, portanto, fontes de tensao para que o método possa ser aplicado. Deve-se
escrever um sistema matricial com a seguinte forma:

GU=1 (6.30)
Utiliza-se varidveis em negrito para indicar matrizes ou vetores. Na equacdo ([6.30) tem-se:

e G representando a matriz de conduténcia. Se ndo lembra da definicdo de condutancia va dire-
tamente para a pagina 23] no entorno da equacao (Z4) tem uma breve explicagao;

e U representando o vetor de tensoes de nés;
e I representando o vetor de correntes de nos.

Tendo eles os seguintes formatos:

Gt G2 -+ Gin
Goa1 G -+ Gaon

c=| - 7 , (6.31)
Gn1 Gn2 -+ GNN

Para obter os elementos da diagonal principal faz-se a soma das condutancias conectadas a cada um
dos nés (por exemplo, G33 é o somatoério dos valores de todas as condutancias do né 3) e os elementos

4 . . . ~
Este método exige fontes de corrente independentes ou ndo controladas. Se houver fontes de correntes dependentes
ou controladas a andlise de nés por inspecao explicada nao se aplica.


https://youtu.be/M4lXJdhdpo0
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fora da diagonal sdo os negativos de cada uma das conduténcias que estdo presentes entre os nés (por
exemplo, G13 é a condutancia comum aos nés 1 e 3). Saliente-se que, neste caso, N (subscrito utilizado
nas equagoes (6.31)), (6:32]) e (6:33])) representa o niimero de nés ja tirando o de referéncia; esta énfase
é necessaria, pois em sec¢oes anteriores foi considerado que o circuito tinha N nés e a quantidade de nés
sem ser o de referéncia era N — 1. Repetindo: N no presente caso é o niumero de nés, jd excluindo
o de referéncia;

U1

U

U=| . (6.32)
Un
¢é o vetor com as tensbes de nds que se deseja encontrar;
I
I= . (6.33)

Iy

é o vetor cujos valores correspondem a soma das correntes dos nés em avaliagdo, sendo as correntes
que entram recebendo sinal positivo e as que saem sinal negativo.
A solucdo para este problema é facilmente encontrado realizando a operacao matricial a seguir:

U=GI (6.34)

Exemplo 6.13. Encontre as tensoes dos nés enumerados em relacao ao de referéncia (ver no circuito
ilustrado na figura [6.21]) utilizando o método de anélise de nés por inspegao.

10AGD = 0,25 20 A

Figura 6.21: Ilustracao referente ao exemplo [6.13]

Solugao:
Primeiramente serd encontrada a matriz de condutancia, que seguindo as orientacoes ji descritas
na presente secao é:

(071 +074) _(071 +074) (0) 075 _075 0
G=|—(0,140,4) (0,14+0,44+0,240,3) —(0,3)| =|-0,5 1 —0,3 (6.35)
(0) _(073) (073) 0 _073 073
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Encontra-se agora o vetor de correntes. Lembrando que deve-se considerar o valor positivo para
as correntes que entram e negativo para as que saem. Encontra-se entao:

—(10) ~10
I=| (0 |=|0 (6.36)
+(20) 20

Encontrar as tensoes de cada um dos trés nés em relagdo ao de referéncia ficou facil, desde que se
saiba algebra matricial ou operar corretamente algum software que faga os calculos a seguir:

1

0,5 —-0,5 0 ] —10
U=GI=|-05 1 —-03| x| 0 (6.37)
0 -0,3 0,3 20
Uy 30V
U= |Uy| =| 50V (6.38)

Us 116,667V

Na videoaula [6.12] é apresentada a teoria e um exemplo com um circuito com mais nés e fontes
de corrente que o presente exemplo: vale a pena dar uma conferida no video sugerido no caso de ter
restado alguma duvida sobre a explicacao feita.

O

Videoaula 6.12 (Anélise de nds por inspecdo). Para mais informacdes sobre o uso da
técnica de andlise de nds por inspecdo, com exemplo, acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/pPkJILhC2Eg

6.6 Teorema da superposicao

Em circuitos lineares, aqueles no qual a relagdo entre tensdo e corrente é proporcional, é possivel
identificar a contribuicdo de cada uma das fontes de tensdo e de corrente separadamente. A resposta
final serd a soma das contribui¢ées de cada uma das referidas fontes no circuito. O teorema da
superposi¢do diz que valores de tensao ou corrente em qualquer parte do circuito pode ser obtida pela
soma, das contribui¢bes individuais de cada uma das fontes do circuito, considerando na anélise de
cada fonte que as demais devem estar desligadas.

Definido o teorema, é conveniente que um procedimento sistemaético seja apresentado para que seu
uso ocorra com menor chance de erros. Entdo, quando uma solucdo ou andlise de circuito exigir o


https://youtu.be/pPkJ9LhC2Eg
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teorema da superposicao, deve-se ter em mente que o efeito de cada fonte pode ser calculado se as
demais estiverem desligadas e isto significa que:

Fontes de tensao devem ser curto circuitadas;
Fontes de corrente devem ser abertas.

Com as demais fontes desligadas pode-se proceder utilizando qualquer método de andlise de cir-
cuitos ja apresentado para se calcular a tensao ou corrente no ponto desejado. O uso do teorema da
superposicao ficara mais claro para quem estudar o exemplo [6.14]

Exemplo 6.14. Utilize o teorema da superposicdo para encontrar a tensdo U nos terminais da re-
sisténcia de 3€) do circuito mostrado na figura Deve-se calcular a tensdo nos terminais da
referida resisténcia criada devido a presenca de cada uma das fontes do circuito e depois realizar a
soma para encontrar o valor de U.

Nota: este circuito é o mesmo do exemplo e, portanto, é possivel comparar as respostas.

2A 40 2A 49
[ W - W
-/ -/
+ — +
20= U= 30 = 36V 20= U= 30
_ + _
(a) Circuito original. (b) Circuito apés o desligamento da fonte de tensdo.
40
W
+ —
20= U= 30 —— 36V

— +

(c) Circuito apés o desligamento da fonte de corrente.

Figura 6.22: Ilustracao referente ao exemplo [6.14]

Solugao:

Primeiro serd analisada a influéncia da fonte de corrente na tensdo da resisténcia de 3€) e para
isto as demais fontes do circuito devem ser desligadas. S6 ha uma fonte de tensdo que deve ser curto
circuitada, como pode ser visto na figura , que tem a tensao U representando a influéncia da
fonte de corrente na resisténcia de 3 ).

Qualquer método de andlise de circuitos pode ser empregado, mas pode-se resolver mais facilmente
se o conceito de divisor de corrente for utilizachl. Procedendo com os célculos:

4
Iog =2 x [ ——
3= 2 (34—4)

kﬂngzLMA

5 -~ o . , -~
Se ndo lembra do divisor de corrente, estude novamente o conteido da sec¢do [3.5.2]
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A tensdo U; pode ser encontrada substituindo o valor anterior na lei de Ohm:

8
Ul - 3 X ?
24

O proximo passo € identificar a influéncia da fonte de tensdo e isto exige que as demais fontes
estejam desligadas. Ha apenas a fonte de corrente a ser aberta, conforme mostrado no circuito da
figura [6.22(c)l Qualquer método de andlise de circuitos pode ser utilizado, mas a tensao Uz pode ser
facilmente encontrada utilizando somente um divisor de tensadd. Procedendo com os célculos:

=[x (55

—108
Uy = — \Y (6.40)
A tensdo nos terminais da resisténcia de 3 €2 depende da influéncia de ambas as fontes do circuito e,
portanto, o seu valor pode ser calculado usando os resultados mostrados nas equagoes (6.39) e (6.40]).
Seguem os calculos finais:

U=U;+Us
24 108
U= (22 _°
(7)+( 7)
_ . 4
o 7
U=-12V

Compare o resultado com o encontrado no exemplo [6.11] (pagina [[T0]) e vera que a resposta ¢ a mesma,
s6 que no exemplo citado foi utilizada a técnica de analise nodal.
O

Videoaula 6.13 (Teorema da superposicdo em circuitos CC). Para mais informagoes
sobre o teorema da superposicdo acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/ezb5oNf-abc

6 ~ o . ~ , ~
Se nao lembra do divisor de tensdo estude novamente o contetido da secao B.5T]


https://youtu.be/ezb5oNf-a5c
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R1 R
W W -a
a
R
+ + "
Ul —_ U2 — R3 §
- -7 +
Urp —
Us —
il
b
| )
(a) Circuito original. (b) Circuito equivalente de

Thévenin.

Figura 6.23: Circuitos elétricos para analise do teorema de Thévenin.

6.7 Teorema de Thévenin

O teorema de Thévenin diz que um circuito complexo pode ser substituido por outro equivalente
que possui apenas uma fonte de tensdo em série com uma resisténcia, chamadas de fonte de tensao de
Thévenin e resisténcia equivalente de Thévenin, respectivamente. Com auxilio de algumas ilustragoes,
fica mais facil de entender. Na figura vé-se o circuito original que deseja-se realizar a andlise
(em destaque os terminais a e b). O teorema de Thévenin permite reduzir todo o circuito ao mostrado
na figura que é mais simples, pois é composto apenas pela fonte de tensdao de Thévenin
(cujo valor é Upp,) em série com a resisténcia equivalente de Thévenin (Rpp,). Os valores das tenséo
e resisténcia equivalentes de Thévenin dependem dos terminais a partir dos quais deseja-se realizar
a simplificagdo. No caso dos circuitos mostrados, o equivalente de Thévenin foi obtido a partir dos
terminais a e b.

Para realizar a simplificagdo do circuito empregando o teorema de Thévenin deve-se seguir o
seguinte procedimento:

1. Identificar os terminais a partir dos quais deseja-se realizar a simplificacdo. Neste livro os
terminais serao identificados pelas letras a e b;

2. Separar a parte do circuito que se deseja obter o circuito equivalente de Thévenin a partir dos
terminais a e b, identificados no item anterior. Deste circuito deve-se calcular o valor da tensdo
Ugp, cujo valor é o da fonte de tensdo de Thévenin, ou seja, Urp = Ug;

3. Calcular a resisténcia equivalente de Thévenin Rpp. Esta é a resisténcia equivalente vista a
partir dos terminais a e b do circuito obtido no item anterior, se todas as fontes de tensao forem
curto-circuitadas e todas as fontes de corrente forem abertas;

4. Desenha-se o circuito com a fonte de tensdo de Thévenin e a resisténcia de Thévenin e pode-se
utiliza-lo como um circuito equivalente ao original.

Saliente-se que o procedimento ndo precisa ser seguido exatamente na ordem que foi apresentado.
Os exemplos a seguir ajudam a entender como simplificar os circuitos via teorema de Thévenin.

Exemplo 6.15. Um dispositivo, alimentado por um circuito conforme mostrado na figura |6.24(a)|
pode ser representado por uma resisténcia de carga R.. Este dispositivo permite que através de
uma chave modifique-se suas caracteristicas, de maneira que R, pode assumir dois valores, que sdo:
R.=1Q e R. = 49Q. Calcule a corrente drenada pelo dispositivo considerando primeiramente que
R, =1 e depois que R, = 4€). Use o teorema de Thévenin para simplificar os célculos.
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10V 10V
|

= =5 S0= =R

+ +
6V — 6V _—
b
(a) Circuito original. (b) Terminais a e b identificados.
10V

[0¢)
2
AW—
Qe
Q

8= I s0= =80
+
6V _—
] )
(¢) Circuito para encontrar Ury. (d) Circuito para encon-
trar Rrp.

b A
4Q£

+ IRc § Rc

b

(e) Circuito equivalente de Thé-
venin com a carga acoplada.

Figura 6.24: Circuitos elétricos relativos ao exemplo [6.15]

Solugao:

Para encontrar os valores de corrente de carga Ig,, poderia ser utilizada, por exemplo, a andlise
de malhas: inicialmente seria calculado Iz, em um circuito no qual R. = 1€2 e depois calcula-se I,
em um circuito no qual R, = 4}, ou seja, dois circuitos com duas malhas deveriam ser resolvidos.
Entretanto, se for utilizado o teorema de Thévenin, encontra-se um circuito simplificado, ficando facil
calcular o valor de Ir, para qualquer valor de R, especificado. Usando os passos indicados no inicio

desta secdo encontra-se o equivalente de Thévenin do circuito de alimentacao da carga R., como é
feito a seguir:

1. Na figura|6.24(b)|sao identificados os terminais a e b a partir dos quais deseja-se obter o equiva-
lente de Thévenin.

2. A figura [6.24(c)| mostra o circuito a partir do qual se deseja calcular o equivalente de Thévenin.
O passo seguinte é encontrar Urjp, que € a tensdo nos terminais a e b do circuito mostrado
na figura [6.24(c)l Uy (que é igual a Uryp), pode ser encontrado mais facilmente se a corrente
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circulante na malha for encontrada; tal corrente ¢ mostrada no circuito da figura [6.24(c)| Per-
correndo a malha a partir da resisténcia de 8 {2 mais a esquerda e empregando a lei de Kirchhoff
das tensbes, encontra-se:

8/ -104+8I+6=0
16I —4=0
161 =4

4
I=—=0,25A
16 ’

Entao:

Urp, =Uyp =81 +6
Urn = 8(0,25) + 6
Urn=2+6

Urp, =8V

3. Agora deve-se calcular Rpyp, que é a resisténcia equivalente entre os terminais a e b se todas as
fontes de tensdo forem curto-circuitadas e todas as fontes de corrente forem abertas (no presente
exemplo nao hé fontes de corrente). A figura mostra como fica o circuito com as fontes
de tensao curto-circuitadas e dai conclui-se que:

RTh:S//8:§:4Q

4. Desenha-se o circuito equivalente de Thévenin mostrado na figura [6.24(e); note que a carga R,
j& esté conectada. Para encontrar o valor da corrente Ip. na resisténcia que representa a carga
percorre-se a malha do circuito da figura |6.24(e)| a partir da fonte de tensdo e encontra-se que:

—8+4I.+ R.Ir. =0
4I.+R.1Ir. = 8
IRC(4 + Rc) =3
8
T 4+R,

Ihe (6.41)

No enunciado da questao foi solicitado que se encontrasse a corrente que atravessa a resisténcia
da carga nos casos: R, =1Q e R, = 4. O valor da corrente para estes dois casos é calculado
a seguir empregando a equacao (6.41)):

< 8 8
SeRczlﬁ,entaoIRc:4+(1):gzl,GA
Se R. = 4Q, entdo I 8 8 _ 1A
€ = entao - -  __Z
C ) Re 4+(4) 8

O estudante deve ter em mente que o teorema de Thévenin é 1til para simplificar a parte do
circuito que se mantém inalterada quando outra parte possui parametros que variam, como, por
exemplo, uma carga.

d
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Exemplo 6.16. Determine o equivalente de Thévenin, visto dos terminais a e b, do circuito mostrado

na figura [6.25(a)|

30 30 .
20) w ¢ W @
2Q)
+ : y
6V—_—
+
5A 6V
b b N
Wy A — =
10 28 10 2Q b
(a) Circuito original. (b) Circuito para encontrar Rrp. (c) Circuito com Urp €

RTh .

Figura 6.25: Circuitos elétricos relativos ao exemplo [6.16]

Solucgao:

O circuito original (figura ja tem identificado os terminais que se deseja encontrar o
equivalente de Thévenin. O passo seguinte é encontrar Urp. Da andlise da ﬁgura nota-se que
Urn = Uy, = 6V, pois ndo ha passagem de corrente pela resisténcia de 22 préxima ao terminal b e,
portanto, nao ha nenhuma queda de tensao sobre ela. Resumindo:

Urp, =6V

Para se determinar Ry, a fonte de tensdo é aberta (retirada) e a fonte de corrente é curto-
circuitada, como mostrado na figura [6.25(b)l Logo Rpp = 22 e o circuito equivalente de Thévenin é

mostrado na figura [6.25(c)}

a

Videoaula 6.14 (Teorema de Thévenin - Circuitos CC). Para mais informagdes sobre
como utilizar o teorema de Thévenin acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/25jX5c20mGw
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6.8 Teorema de Norton

O teorema de Norton diz que um circuito complexo pode ser substituido por outro equivalente
que possui apenas uma fonte de corrente em paralelo com uma resisténcia, chamadas de fonte de
corrente de Norton (cujo valor é Iy) e de resisténcia equivalente de Norton (Ry ), respectivamente. A
figura ilustra o teorema, evidenciando que o circuito da figura [6.26(a)| é substituido pelo circuito
equivalente de Norton na figura . Saliente-se que o valor das resisténcias de Thévenin e de
Norton sao iguais, ja que sdo encontradas pelo mesmo procedimento.

Para realizar a simplificacdo do circuito empregando o teorema de Norton utiliza-se o procedimento
a seguir:

1. Identificar os terminais a partir dos quais deseja-se realizar a simplificacdo. Neste livro os
terminais serdo chamados de a e b;

2. Separar a parte do circuito que se deseja obter o circuito equivalente de Norton a partir dos
terminais a e b. Encontrar a corrente Iy da fonte de corrente de Norton, sendo o seu valor a
corrente entre os terminais a e b quando estes terminais estdo curto circuitados;

3. Calcular a resisténcia equivalente de Norton Rpy. Esta é a resisténcia equivalente visto a par-
tir dos terminais a e b (sem curto circuito), se todas as fontes de tensdo e de corrente forem
desligadas, ou seja, abrir as fontes de corrente e curto circuitar as fontes de tensdo. Note que
Rrn = Rn;

4. Desenha-se o circuito com a fonte de corrente e a resisténcia de Norton e pode-se utiliza-lo como
um circuito equivalente ao circuito original.

R1 R
Wy Wl -
*a
+ + . §
U, —— Us —— 3
- T n@  w=
Us
Rl .
I b ob
(a) Circuito original. (b) Circuito equivalente de Norton.

Figura 6.26: Circuitos elétricos para andlise do teorema de Norton.

O exemplo a seguir ajuda no entendimento de como aplicar o teorema de Norton.

Exemplo 6.17. Resolva novamente o exemplo [6.15] agora empregando o teorema de Norton.
Solugao:
O estudante deve ter lido e compreendido tanto o enunciado quanto a solugdo do exemplo
para que possa comparar os teoremas de Thévenin e de Norton. A solucdo empregando o teorema de
Norton usara como base o procedimento descrito anteriormente nesta se¢do, como é mostrado seguir:

1. Os terminais a partir dos quais deseja calcular o equivalente de Norton sdo os mesmos indicados
na figura . Isto era esperado, pois os terminais em que se deseja realizar a simplificacio
do circuito sdo os mesmos, mudando apenas o método, que agora emprega o teorema de Norton
e nao mais o teorema de Thévenin;
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2. O circuito que se deseja calcular o equivalente de Norton é o mesmo mostrado na figura [6.27(a)}

A corrente Iy é encontrada se os terminais a e b a partir dos quais se deseja calcular o equivalente
de Norton sdo curto circuitados. A corrente que flui de a para b tem valor igual a Iy e para isto
pode-se utilizar a anélise de malhas. Se as correntes sao indicadas no sentido horario conforme
mostrado na figura , as equacgoes de tensoes das malhas sdo encontradas como mostrado
na sequéncia.

Para a malha 1 (percorrida no sentido horario a partir da resisténcia de 8 2 mais a esquerda),
encontra-se:

81, —10+8(I; — ) + 6 =0
811 + 8L — 8L, —10+6 =0
161, —8I, —4 =0
(161 — 81, = 4) (+4)
Al — 21, =1 (6.42)

Para a malha 2, percorrida no sentido horario a partir da fonte de tensao de 6 V', encontra-se:

—6+8(L—1)=0
(—8]1 + 8]2 = 6) (%2)
—4I1 +415, = 3 (643)

Organizando as equacoes (6.42)) e (6.43]) como um sistema, encontra-se:

AL — 21, =1
{ Lo (6.44)

—411 + 41, = 3

A esta altura imagina-se que o estudante tenha maturidade e conhecimento para solucionar um
sistema de equacbes, portanto, os detalhes desta solucdo serdo omitidos: vé-se inclusive que a
aplicacao do método da adicao é bem adequado e se obtém o inico valor que é de interesse, que é
o I5. Os valores das correntes do sistema descrito na equagao (6.44]) sao I = 1,25A e I, = 2A.
Uma breve olhada no circuito da figura evidencia que Iy = I = 2A;

A resisténcia de Norton é calculada da mesma maneira que a de Thévenin, portanto, deve-se
curto circuitar todas as fontes de tensdo e abrir todas as fontes de corrente (neste exemplo o
circuito em questao nao possui fontes de corrente). Apoés estes procedimentos o circuito fica
como o mostrado na figura [6.24(d)| resultando em uma resisténcia de Norton de:

8

Ry =8//8=5 =40

. Obtidos os valores de Ry e Iy pode-se desenhar o circuito simplificado e a carga acoplada, como

mostrado na figura [6.27(b)l Deve-se entao tratar de duas situages: quando R. = 12 e quando
R, = 4. Usando o divisor de corrente, encontra-se:

4 4 8
Ic: I :Ic: 2:
(4+Rc) N (4+Rc) i1+ R,

Assim:
Se R. =10 entéo[c:L:§:1 6A
’ 4+(1) 5 7
Se R, =41, entdo I, = 8 :§:1A
’ 44(4) 8



Capitulo 6. Técnicas para solucdo de circuitos CC 125

\ R
80 = I X 5 2A <) 10= = R,
6V _—
b b
(a) Circuito para célculo de In. (b) Circuito equivalente de Norton com a

carga acoplada.

Figura 6.27: Circuitos elétricos para analise do teorema de Thévenin.

As respostas sdo, como esperado, as mesmas do exemplo [6.15]

O estudante deve compreender que a finalidade do teorema de Norton é a mesma do teorema de
Thévenin, ou seja, ambos simplificam a parte de um circuito que se mantém inalterada.

d

Exemplo 6.18. Determine o circuito equivalente de Norton para o circuito do exemplo [6.T6] mostrado
na figura

Solugao:

Para achar Iy deve-se encontrar a corrente I, quando os terminais a e b sdo curto-circuitados.
Isto é feito como mostrado na figura Analisando a malha 2, encontra-se:

2Ib —-6=0
2, =6
I, =3A

=
S

>
S|

2Q
6 V+__
Il T IQ A
3A () 20=
5A
Wy —"
10 2Q )
(a) Circuito para célculo de In. (b) Circuito equivalente de Norton.
Figura 6.28: Circuito relativo ao exemplo [6.18§]
Como I» = I, = Iy = 3 A, é desnecessério analisar a malha 1. O passo seguinte é encontrar Ry .

Como ja foi dito anteriormente, Ry deve ser calculado da mesma forma que Rpp. Logo, o resultado
serd o mesmo que o encontrado na solu¢ao do exemplo 6.16] ou seja:

Ry =20
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O circuito equivalente de Norton é mostrado na figura [6.28(b)|
(]

Videoaula 6.15 (Teorema de Norton - Circuitos CC). Para mais informagdes sobre como
utilizar o teorema de Norton acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/7iVAziWp9b8

6.9 Relacdes entre os teoremas de Thévenin e de Norton
O circuito equivalente de Thévenin ou de Norton pode ser utilizado para o mesmo propdsito, que é

simplificar um circuito complexo e substitui-lo por outro com apenas dois elementos: uma resisténcia
e uma fonte. A figura [6.29] relembra ao estudante ambos os circuitos equivalentes.

RTh%

+ I N RN §
Urp, —(
b oD
(a) Equivalente de Thévenin. (b) Equivalente de Norton.

Figura 6.29: Circuitos equivalentes de Thévenin e de Norton.

Uma caracteristica destes circuitos equivalentes é que um pode ser obtido a partir do outro e para
isto basta utilizar as seguintes relagoes:

{ Brn = Ry (6.45)

Ury, = RyIn

Pode-se verificar os resultados dos exemplos [6.15] e [6.17] nos quais foi necesséario calcular, respectiva-
mente, o circuito equivalente de Thévenin e de Norton. Nestes exemplos os valores encontrados para


https://youtu.be/7iVAziWp9b8
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Ry e Ry foram iguais: 4. Em relacdo as fontes encontrou-se: Upp = 8V e Iy = 2A, ou seja,
Urn = Ry x Iy =4 x 2 =8V (resultado esperado pela equacao (6.45])).

Videoaula 6.16 (Relacdes entre os teoremas de Thévenin e de Norton - Circuitos CC).
Para mais detalhes sobre como se da a relagao entre os teoremas de Thévenin e de Norton
acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/fxZUawwa--Q

6.10 Resumo do capitulo

Foram muitas as técnicas apresentadas no presente capitulo, entdo é conveniente que as questoes
de maior destaque sejam logo apresentadas:

o As leis de Kirchhoff sdo duas, sendo que a das correntes diz que o somatoério das correntes que
entram em um né é igual ao somatorio das correntes que saem deste mesmo né. A segunda, a
lei das tensodes, diz que o somatério das d.d.p. de um lago é sempre igual a zero;

e A andlise de malhas é um método que utiliza a lei de Kirchhoff das tensdes para encontrar as
equagoes e depois solucionar o sistema. O resultado obtido é o valor das correntes circulantes
em cada uma das malhas;

e A analise de nés é um método que utiliza a lei de Kirchhoff das correntes para encontrar as
equagoes e depois solucionar o sistema. O resultado obtido é o valor das tensées em cada um
dos nés em relacao ao né de referéncia;

o Fontes de tensao associadas em série aumentam os valores da tensdo e da poténcia disponibi-
lizadas, enquanto que fontes de tensdo associadas em paralelo aumentam o valor da poténcia
disponibilizada e mantém o valor da tensao igual ao de cada fonte individual. As fontes associ-
adas em paralelo devem ter a mesma tensao;

e Placas fotovoltaicas sdo uma fonte renovavel de energia e possuem curva caracteristica U x I ndo
linear, porém podem ser aproximadas por fontes de tensdo ideais em certas analises especificas;

o As técnicas de andlises de malha e de nds por inspecido permitem que ao olhar e interpretar o
circuito sejam escritas equagbes matriciais que permitem encontrar todos os valores de correntes
de malha ou tensoes de nds (em relagdo ao né de referéncia). Os métodos por inspegdo sao
limitados, pois nao é possivel utilizar nenhuma das duas no caso do circuito possuir fontes de
tensdo e de corrente, nem pode haver fontes controladas de qualquer tipo;
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e A supermalha e o supernd sio casos particulares das andlises por malha e por nés, respecti-
vamente. A supermalha é utilizada quando h& uma fonte de corrente entre duas malhas e o
supern6 quando ha uma fonte de tensdo entre dois nos;

e O teorema de Thévenin permite transformar um circuito complexo em um mais simples que é
composto apenas por uma fonte de tensao em série com uma resisténcia; ja o teorema de Norton
permite transformar um circuito complexo em um mais simples que é composto apenas por uma
fonte de corrente em paralelo com uma resisténcia;

e Os circuitos equivalentes obtidos utilizado os teoremas de Thévenin e de Norton, se relacionam
como descrito pelas equacdes Ry, = Ry e Upp, = Ry x Iy. Dessa maneira, o circuito equivalente
de Thévenin pode ser encontrado a partir do circuito equivalente de Norton e vice-versa.

Problemas propostos

Problema 6.1. Encontre o valor da corrente I, identificada nos circuitos da figura [6.30] utilizando
andlises de malha ou nodal.

1o S0V 9 60V
M—— A B &
' W 1]
+ +
1 1+ +
- T T
30 II \ Ia:
M
(a) (b)
40
12V M
_ JON
12V—— =30 OV 9
40 v L 1 M
-+
+ 4{ P—/\N\li N
+ 12V—_—
40V 12v _ 16 § 12V ?
- + 20 I, -
L M

(c) (d) ()

Figura 6.30: Circuitos elétricos relativos ao problema

Problema 6.2. Um técnico possui no estoque placas fotovoltaicas de 12V e cada unidade pode
fornecer no maximo 1 kW. Um cliente solicitou a este técnico um sistema de alimentacido que permitisse
alimentar um dispositivo resistivo com uma d.d.p. de 60V e que consumisse uma poténcia de 9kW.
De que forma o técnico deve associar as placas fotovoltaicas de 12V para obter o sistema requisitado
pelo cliente? Obs.: indicar na resposta o niimero de placas fotovoltaicas utilizadas e como elas devem
ser associadas.

Problema 6.3. Considere que os painéis de um certo fabricante sdo constituidos de células fotovol-
taicas de 1V e 10 W. Determine qual deve ser a configuragao de células para que se tenha:
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(a) Painel de 12V e 120 W;

(b) Painel de 24V e 480 W;

(c) Painel de 12V e 960 W.

Problema 6.4. Para cada circuito da figura [6.31], determine o valor das correntes I, I e I3 e calcule
a poténcia fornecida (Pp) e a poténcia consumida (P¢) totais. Obs.: o estudante deve lembrar que as
resisténcias sdo elementos que consomem a poténcia, enquanto que as fontes de tensao podem fornecer
(se o sentido da corrente que as atravessa vai do terminal — para o +) ou podem consumir (se o
sentido da corrente que as atravessa vai do terminal + para o —).

Nota: o problema pode ser resolvido usando a andalise por malhas, a andlise de malhas por
inspegao, andlise nodal ou utilizando o teorema da superposicao (analisando a influéncia de cada fonte
separadamente e depois somando os valores encontrados). Resolva por todos os métodos que estiver
estudando!

Il 2Q _[2

\/\/\/\/ >

10V =30 L 4v 30 10V

+ +
8V — §29 —-— 2V 10

I3

()

Figura 6.31: Circuitos elétricos relativos ao problema

Problema 6.5. Determine a poténcia relacionada & resisténcia de 1€ do circuito mostrado na fi-
gura [6.32

Dica: utilize o método de andlise nodal ou andlise nodal por inspecdo para determinar a tensao
nos terminais da referida resisténcia e depois calcule a poténcia.
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Figura 6.32: Circuito relativo ao problema

Problema 6.6. Determine o circuito equivalente de Thévenin visto pelos terminais a e b nos circuitos

da figura [6.33]

10 20 NlN% .
MV MV . tL o
+ 3a(l) ev L
10V —— n T
T
10 ) :
M . 20

Figura 6.33: Circuitos elétricos relativos ao problema

Problema 6.7. Determine o circuito equivalente de Norton visto pelos terminais a e b nos circuitos
da figura [6.341

10Y 2Q 4A
-+
T LT O
a
3Q 4V+
19 19 -
2V+ § § 4| 1Q§
T 2V —= 3
! b
1= ‘ b
6V 10

(a) (b)

Figura 6.34: Circuitos elétricos relativos ao problema [6.7]
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Problema 6.8. Usando o teorema de Thévenin ou de Norton encontre o valor da corrente I. e da
tensao U, indicadas na figura [6.35] considerando que R, =2, R. =4Q e R. =6).

20 30
+ " + " viE '
4V—— 8V—— 10V-
o - 20 U+
/\/\/\I /\/\/\/ C_ RC
40 10
/A MA b
/ )
gA 20

Figura 6.35: Circuito relativo ao problema

Problema 6.9. Calcule o valor da poténcia consumida pela carga representada pela resisténcia R,
mostrada no circuito da figura [6.36], primeiramente quando R, = 3€) e depois quando R, = 9.

40
—A

12V 10 = =

-

12V

Figura 6.36: Circuito relativo ao problema [6.9L



Capitulo 7

Energia, eficiéncia e tarifacao

7.1 Introducao

As instalacbes e os equipamentos industriais sdo projetados para realizar tarefas consumindo a
menor quantidade possivel de energia elétrica com o propdsito de diminuir a conta mensal paga a
concessionaria. Ainda que os sistemas de fornecimento de energia elétrica sejam em tensdo alternada
senoidal (como é mostrado em capitulos posteriores), a andlise de custo com energia elétrica com
alimentacdo em tensdo continua oferece ao estudante uma boa base para entender como funciona o
sistema de tarifagdo adotado na realidade.

7.2 Energia elétrica

Define-se como energia a grandeza que mensura a capacidade de certo dispositivo realizar uma
tarefa ou trabalho. Dentre os dispositivos elétricos que mais consomem energia elétrica destaca-se o
motor elétrico, cuja fungéo é transformar a energia elétrica em energia mecanica. Ao se fazer uma vita-
mina de banana usando um liquidificador, ha transformacao de energia elétrica em energia mecénica,
pois o eixo do motor é acoplado as lAminas que cortam a fruta e misturam todos os ingredientes.

A figura [T ] ilustra a constru¢ao de um motor elétrico elementar. Esta ilustracdo destaca:

O estator: parte que fica estatica, ou seja, ndo se move;
O rotor: parte que gira fornecendo poténcia mecénica;

O eixo: que estd soldado no rotor e é a parte na qual se acopla a carga mecénica (no caso, por
exemplo, do liquidificador, sdo acopladas as laminas);

Os terminais de alimentagdo: nestes é conectada uma fonte de tenséo (a rede elétrica, um banco
de baterias ou um conversor eletronico de poténcia) para fornecer poténcia elétrica ao motor.

Esta ilustracdo de um motor é bastante superficial, ja que o dispositivo real possui bobinas e os
desenhos do rotor e do estator podem ser, a depender do projeto, bem diferentes do mostrado na
figura [ Il A alimentacdo do motor pode ser feita pela bobina do estator ou do rotor, a depender do
tipo do projeto. Nenhum destes detalhes é importante neste instante.

Outros usos da energia elétrica sdo destacados a seguir:

o Dispositivos elétricos que tém como funcio aquecer liquidos como, por exemplo, o chuveiro
elétrico (que transforma energia elétrica em térmica, aquecendo a dgua);

o O aparelho de som (que transforma sinais elétricos em ondas mecéanicas sonoras) etc.

132
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.

Terminais de

Velocidade

alimentacao

[

|
Rotor Estator

Eixo

Figura 7.1: Ilustragdo basica de um motor elétrico.

A unidade para mensurar a energia F no Sistema Internacional de Unidades é o Joule ou simplesmente
J. Entretanto, entre os profissionais da area de eletrotécnica, a unidade mais utilizada é o kW x h
(quilowatt-hora). Saliente-se que 1 kW x h = 360000 J.

A variavel poténcia ja foi utilizada neste livro anteriormente e ela representa a quantidade de
energia consumida em um certo intervalo de tempo (P = dE/dt ~ E/AT), portanto, a energia E é
dada por:

E=PxAt (7.1)

Sendo At o intervalo de tempo no qual o dispositivo consome poténcia elétrica, que no contexto deste
capitulo é a poténcia média. Caso a poténcia instantanea fosse utilizada seria necessario utilizar o
calculo diferencial e integral e isto foge ao escopo do presente texto.

Um exemplo numérico deve ajudar a entender um pouco sobre estes conceitos.

Exemplo 7.1. Uma pequena industria possui um dispositivo de grande poténcia que é responsavel
por praticamente todo o consumo de energia elétrica da instalagdo. Sabendo que este dispositivo
consome da rede elétrica uma poténcia média de 80000 W e que ele fica ligado das 8 h da manha até
o meio-dia e depois das 14 h até as 18 h, calcule o consumo de energia elétrica mensal do mesmo em
kW x h.

Solugao:

Para encontrar o consumo mensal de energia pode-se inicialmente encontrar o tempo que o dispo-
sitivo fica ligado por més. Em um dia o dispositivo fica ligado 8h (4h pela manha e 4h pela tarde).
Em um més ele fica ligado 30 x 8 h = 240 h, portanto, At = 240h. A energia mensal é:

E = PxAt

E = 80000W x 240h
E = 80kW x240h
E = 19200kW x h

Saliente-se que no céalculo da energia o valor de poténcia foi transformado de W para kW para que no

resultado final fosse encontrado o valor de £ em kW x h, como solicitado no enunciado da questao.
O resultado poderia ser escrito como 19,2 MW X h, o que esté correto, pois 0 MW x h (megawatt-

hora) é uma outra forma de se expressar o valor da poténcia no meio dos profissionais de eletrotécnica,

porém apenas ¢ utilizada quando é feita analise de usinas geradoras e consumidores de grande porte.
O

7.3 Poténcia elétrica

Apesar da unidade de poténcia mais utilizada pelos profissionais da drea de eletrotécnica ser o watt
(W), profissionais de outras dreas (em especial, a mecénica) tém por hébito utilizar outras unidades
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como, por exemplo, o cavalo-vapor (cv) e o horse-power (HP). A transformagéo entre as unidades de
poténcia devem ser efetuadas considerando que:

e 1HP =745,7W,
e lcv=17355W.
Exemplo 7.2. Transforme os valores de poténcia dados a seguir em kW.
(a) 15¢cv
(b) 25HP
(c) 0,5HP
(d) 2000cv
Solugao:

Para modificar a unidade da poténcia para W, basta ter em mente que 1 HP = 745,7W e 1cv =
735,5W.

735,5W
(a) 15¢cv =15¢v X 1’7 =11032,5W =~ 11,03kW
cv
745, 7TW
(b) 25HP = 25HP x 22 = 18642, 5W ~ 18, 64KkW
745, 7TW
(¢) 0,5HP = 0,5HP x ~=2 Y _ 379 85W ~ 0, 37 kW
1HP
735, 5W

(d) 2000cv = 2000cv x — 1471000 W ~ 147kW

cv

a

7.4 Eficiéncia (rendimento)

A eficiéncia, também chamada de rendimento, é uma medida do quanto um determinado equipa-
mento usa da poténcia absorvida da alimentagao (rede elétrica, por exemplo) para realizar a tarefa
para o qual foi projetado. A ilustracdo da figura mostra o balango energético de um dispositivo
genérico. Nesta figura vé-se que parte da poténcia de entrada P, é utilizada para realizar o trabalho
(poténcia 1til ou de saida Ps) e parte é perdida (desperdigada), representada pela poténcia de perdas
P,.

Tomando o balango energético de um automével como exemplo, pode-se esclarecer melhor o con-
ceito de eficiéncia. Ao abastecer um automovel é fornecida pelo combustivel certa quantidade de
energia para que ele possa gerar poténcia mecanica e movimentar-se. Uma parcela da poténcia é
utilizada para os propoésitos reais do automével (movimentar-se, ter iluminagao interna e externa,
condicionar a temperatura interna via ar-condicionado etc.) e uma outra parcela é desperdigada. Ao
tocar na carroceria proxima ao motor, qualquer um pode verificar que ela estarda aquecida; isto se
deve ao atrito entre as pecas méveis do motor. Obviamente o motor é feito para fornecer poténcia
mecanica para fazer o automével movimentar-se e ndo para aquecer-se, portanto, é considerado que
a energia térmica resultante do atrito das pecas moéveis no motor é uma perda. Um automoével ideal
transformaria toda a energia contida no combustivel em algo 1til (seja 0 movimento, a iluminacao, a
regulacdo da temperatura via ar-condicionado etc.), porém nao ha dispositivos ideais e uma parcela
da energia é sempre perdida.
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~

By

Figura 7.2: Balango de energia em um dispositivo. F., P, e P, representam, respectiva-
mente, as poténcias de entrada, de saida e de perdas.

O indice chamado de eficiéncia ou rendimento é o que mensura o quando um dispositivo aproveita
da poténcia que lhe foi fornecida e é representado pela letra grega 1 e pode ser escrito como:

n= (7.2)

TP

Sendo P; e P. as poténcias de saida e de entrada, respectivamente. Deve-se observar que 7 é uma
S e Y
grandeza adimensional, ou seja, ndo possui unidade. No caso de um motor elétrico, P, é a poténcia
elétrica consumida da rede, enquanto Ps, é a poténcia mecénica disponivel no eixo do motor. Tendo
em mente que a poténcia de entrada P, é convertida em poténcia de saida Ps; e em poténcia de perdas
P,, ou seja, P, = P; + P,, a equacao ode ser reescrita como:
P b e S J 23]

—~—F (7.3)

A maneira usual de se representar a eficiéncia de um dispositivo é empregando o rendimento em
porcentagem (1y,). Por exemplo, em relagdo ao rendimento de um motor pode-se dizer que ele possui
valores de n = 0,8 ou 1y, = 80%. Isto quer dizer que 80% da poténcia elétrica consumida (poténcia de
entrada) é transformada em trabalho mecanico (poténcia de saida) e 20% é transformada em perdas
(atrito de partes moveis, efeito Joule nos condutores e perdas magnéticas nos nucleos).

Exemplo 7.3. Um motor opera ligado a rede elétrica de 220V, com uma poténcia de saida de 30 HP
e possui rendimento de 80 %. Calcule o valor da corrente elétrica que o motor consome da rede.
Solugao:
De inicio deve-se encontrar a poténcia de entrada (consumida pelo motor da rede elétrica) em
watt. Da equacao ([E]), encontra-se que:

P. 30
Pe = —S = — = 37, 5HP
n 0,8
Modificando a unidade de P, para W:
745, 7TW
P - HP 7’ = 2
. = 37,5 X TP 7963,8 W

A poténcia elétrica de entrada é dada por P, = UI, portanto:

P, 27963,8
I==—=="""—-127.11A
U 220 £



136 Circuitos Elétricos e Eletrotécnica - Fundamentos e AplicacSes

Videoaula 7.1 (Relaco entre poténcia e eficiéncia energética). Para mais detalhes e
exemplo da relacdo entre poténcia elétrica e eficiéncia acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/qQSsfmxqWkO

7.5 Tarifacao

As concessiondrias de energia elétrica fornecem aos consumidores tensoes alternadas, portanto,
um estudo mais rigoroso de tarifacdo exige que conceitos de circuitos em tensdo e corrente elétrica
alternadas sejam utilizados, como serd mostrado em capitulos posteriores. Entretanto, os calculos
relacionados a tarifacdo de energia elétrica sdo mais simples em circuitos de tensdo e corrente elétrica
continuas, por isso, o estudo desta se¢ao é importante. Além do mais, muitas industrias possuem redes
internas em tensdo continua e os custos com energia elétrica sdo calculados conforme é apresentado
na sequéncia desta secao.

Conforme dito na secao [[.2] a unidade mais comum para a grandeza energia no meio dos profissi-
onais de eletrotécnica é o kW x h e é por cada unidade de kW x h consumido que o cliente tem que
pagar. Portanto, a tarifa Trg é dada em R$/(kW x h). A conta da energia elétrica consumida Cgg é:

Crs =Trs X E (7.4)
Veja o exemplo que segue para entender melhor como utilizar as expressoes apresentadas.

Exemplo 7.4. Uma fibrica possui dois motores, chamados de A e B. O motor A opera com poténcia
de saida de 10 cv, possui rendimento de 75% e fica ligado 20 h por dia. O motor B opera com poténcia
de saida de 20 HP, possui rendimento de 80% e fica ligado 10h por dia. Sabendo que a tarifa é de
R$0,30/kW x h, calcule a conta mensal de energia desta fabrica.

Solugao:

Precisa-se, em principio, calcular os valores de energia elétrica consumidas da rede por ambos os
motores.

Motor A Sua poténcia de entrada é dada por:

Py 10cv
Poy= A — — 13,333
AT L 0.7 v

Em kW, P.4 é:
36 W

cv
Sabendo que o motor A fica ligado 20h/dia, entdo o tempo mensal em operacdo é At,,4 =
20 x 30 = 600h. A energia consumida em um més é:

Eg=PFP.g x Aty =9,81kW x 600h = 5886 kW x h

7
Py =13,333¢cv x

=9806,6 W = 9,81 kW


https://youtu.be/qQSsfmxqWk0
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Motor B Sua poténcia de entrada é dada por:

Py = P.p _ 20HP _ 95 TIP
nB 0,8
Em kW, P.p é:
745,5 W
P.p =25HP x I’T = 18642,5W = 18,64 kW

Sabendo que o motor B fica ligado 10h/dia, entdo o tempo ligado por més é At,,4 = 10 x 30 =
300h. A energia consumida em um més é:

Ep = P.p x Atp =18,64kW x 300h = 5592kW x h

A energia elétrica total consumida da rede é:
Fiotal = Ea+ Ep =5886kW x h +5592kW x h = 11478 kW x h

A conta mensal é dada pela equacao (7.4), assim encontra-se:

R$0, 30
Crs = Trg X Eiotal = (kW L

Crs = R$3.443, 40

> « (11478 KW x h)

Videoaula 7.2 (Sobre a tarifacdo de energia elétrica). Para um pouco de teoria e um
exemplo numérico de como se calcula a conta de energia elétrica, considerando uma rede
elétrica CC, acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/EORbKMAdWgk

7.6 Resumo do capitulo

Um breve sumario do que foi destaque no presente capitulo é apresentado na sequéncia:

o A energia elétrica pode ser transformada em outros tipos, como mecanica (via motores), térmica
(via resistores), entre outros tipos;

e A energia é a grandeza que mensura a capacidade de um dispositivo realizar algum trabalho. A
poténcia é a energia gasta ou consumida em certo periodo de tempo;


https://youtu.be/EORbKMAdWgk
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e A eficiéncia permite saber quanto da energia que é consumida por um dispositivo é utilizada
para realizagdo do trabalho para o qual ele foi projetado;

e A conta de energia depende do valor da tarifa e da quantidade de energia consumida pela ins-
talagdo elétrica. Se equipamentos de alta eficiéncia sao utilizados, entao a energia desperdigada
é menor e, portanto, pode-se realizar as mesmas tarefas consumindo uma menor quantidade de
energia da rede, o que diminui o valor da conta.

Problemas propostos

Problema 7.1. Qual a eficiéncia de um motor que possui uma poténcia mecénica de saida de 5 HP
e uma poténcia de perdas de 800 W?

Problema 7.2. Qual ¢é o valor didrio de consumo de energia (em kW x h) de um motor que possui
poténcia de saida de 5cv, eficiéncia de 80% e fica ligado 20h/dia?

Problema 7.3. Um motor de corrente continua opera consumindo da rede elétrica uma poténcia de
10kW. Sabendo que ele esté ligado pelos seus terminais a uma fonte de tensdo de 220V e possui uma
eficiéncia de 75%, calcule: Nota: muitas indtstrias possuem redes elétricas CC com tensoes diversas,
inclusive de 220 V.

a) A poténcia de perdas;

(a)

(b) A intensidade da corrente drenada pelo motor;

(c) A poténcia mecénica de saida do motor em kW;
)

(d) Se a tarifa é R$0,80/(kW x h), quanto se gasta por més para manter este motor operando 20 h
por dia?

Problema 7.4. Qual é o valor da tarifa de energia em R$/(kW x h), se a conta mensal de energia
de um setor que possui um motor de poténcia de saida de 6cv, que fica ligado 15h/dia, e possui
rendimento de 80% ¢é de R$1.500, 007

Problema 7.5. Um motor é ligado pelos seus terminais em uma rede elétrica de 380 V. Este motor
possui eficiéncia de 80% e poténcia de saida de 4 HP. Qual é o valor da corrente drenada pelo motor?

Problema 7.6. Qual é o valor da poténcia de perdas, em kW, de um motor que é alimentado pelos
seus terminais com uma tensdo de 380V, consome uma corrente de 20 A e possui uma eficiéncia de

85%7?



Parte 11

Circuitos elétricos com tensoes e
correntes alternadas
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Capitulo 8

Trigonometria e numeros complexos

8.1 Introducao

Antes que seja dado inicio as discussoes sobre circuitos elétricos submetidos a tensoes e correntes
alternadas senoidais, é necessario que seja feita uma breve revisdo de conceitos matematicos que sao
imprescindiveis para o perfeito entendimento de tais tipos de circuitos. Estes conceitos sdo: circulo
trigonométrico, fungao seno, funcdo cosseno e nimeros complexos.

8.2 Circulo trigonométrico

O circulo trigonométrico nada mais é do que um circulo com centro na origem de um sistema de
eixos cartesianos (dois eixos perpendiculares entre si) e que possui raio unitdrio (raio com valor igual
a um). Saliente-se que usa-se a palavra perpendicular para indicar que o angulo é de 90°, assim dois
eixos perpendiculares sdo eixos que estdo desenhados a 90° um em relagdo ao outro. Na figura 8] é
mostrada uma representacdo de um circulo trigonométrico com centro no sistema de eixos cartesianos
x0y. O eixo horizontal é chamado de eizo das abcissas e o vertical é chamado de eizo das ordenadas.

Y

-1

Figura 8.1: Circulo trigonométrico.

Se o circulo trigonométrico for dividido em 360 pedagos iguais (360 angulos), cada pedago (angulo)
terd um grau (1°). Sendo assim, o circulo trigonométrico tera 360 graus (360°) e valor positivo se o
mesmo é percorrido no sentido anti-hordrio a partir da origem. Neste sentido todos os dngulos sao
positivos (ver figura . Caso o circulo trigonométrico seja percorrido, a partir da sua origem, no
sentido horério (sentido negativo) todos os angulos serdo negativos; tal convengdo pode ser vista na

figura B.2(0]

140
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90° —270°
ﬁ +
180° 0° = 360° —180 0° = —360°
270° —90°

(a) Sentido positivo.

(b) Sentido negativo.

Figura 8.2: Sentidos angulares.

Deve-se ter em mente que independentemente do sentido no qual o circulo trigonométrico seja
percorrido, os angulos coincidentes sdo os mesmos, como mostrado na figura B3l E importante que
o estudante compreenda este conceito, pois nao ha padrdo para representacao de angulos; enquanto
alguns autores escrevem o adngulo 240°, outros escrevem este mesmo angulo na forma —120°.

150° = —210y

A

90° = —270°

45° = —315°

180° = —180

300° = —60°
9270° = —90°

Figura 8.3: Angulos coincidentes.

Alguns exemplos de dngulos coincidentes sdo dados a seguir:

45°
90°
—60°
180°
—100°
0°
175°

e 111 1R

I

—315°  (Lé-se 45° é equivalente a —315°)

—270°

300°

—180°

260°

360° = —360°
—185°

Além do grau, hé outra unidade de representacao dos dngulos em um

circulo trigonométrico: o
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radiano. Portanto, pode-se dizer que em uma volta completa no circulo trigonométrico percorre-se
360° ou entao 27 radianos, que pode ser escrito simplificadamente como 27 rad. O estudante pode
observar na figura [8.4] que varios angulos sdo escritos em radianos. Deve-se lembrar que a constante m
equivale, aproximadamente, ao valor 3,1416. Pode-se entao verificar que, por exemplo, um angulo de:

180° = 7 rad,
90° = grad,
45° = Zrad,
T
—60° =~ —T ad,
5 18
27
1200 =~ 2T pad,
5 18
5
—995° _Zﬂ rad
T
— rad
5 T8
7 rad 0 rad
3
—ﬂrad
2

Figura 8.4: Angulos em radianos.

Exemplo 8.1. Converta os dngulos a seguir que estdo em radianos para graus e vice-versa.
(a) 20°
(b) 3rad

(c) —210°

(d) —0,5rad

Solucgao:

O estudante deve lembrar que 180° equivale a wrad e isto é suficiente para converter de uma
unidade para outra. Para converter de graus para radiano deve-se multiplicar o nimero dado por
mrad/180°, enquanto que para transformar de radianos para graus deve-se multiplicar o nimero dado
por 180° /mrad. Outro dado relevante é que 7 vale aproximadamente 3, 14.

(a) A transformagdo de graus para radianos é feita a seguir:

mrad 3,14 rad
20° =20° x ——— =~ 0,349rad
" 180° ST D
(b) A transformacao de radianos para graus é feita a seguir:
3rad x 180 = 3rad 180 ~ 171,97°

mrad % 3,14 rad
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(¢) A transformagao de graus para radianos ¢ feita a seguir:

mrad o 3,14rad
= —-210° x ——
180° 180°

—210° x ~ —3,66rad

(d) A transformagao de radianos para graus é feita a seguir:

180° 180°
— _0,5rad x —— ~ 98, 66°
7 rad 0,5rad x 3,14rad 8,66

—0,5rad x

Videoaula 8.1 (Conceitos basicos de trigonometria). Para mais detalhes sobre os con-
ceitos basicos de trigonometria acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/lcqUdv_gsds

8.2.1 Seno e cosseno

Qualquer angulo 6, esteja representado em graus ou em radianos, possui dois valores associados a
ele: seu valor de seno e de cosseno. Os valores que os senos de todos os dngulos podem assumir estao
no eixo das ordenadas (eixo vertical) e se encontram no intervalo entre —1 e 1. Os valores dos cossenos
estao nos eixos das abcissas (eixo horizontal) e também se encontram no intervalo entre —1 e 1. Para
um dado dngulo 6 é comum representar a fungao seno, como sen(f) e a fungdo cosseno, como cos(#).

Na figura pode-se observar que a projecdo do ponto que representa o dngulo no circulo trigo-
nométrico sobre o eixo vertical representa o valor do seno do dngulo. A projecdo deste mesmo ponto
sobre o eixo horizontal determina o valor do cosseno do angulo.

Para o seno e cosseno de um mesmo angulo 6 vale a relagao:

sen?() + cos*(0) = 1 (8.1)


https://youtu.be/lcqUdv_qsds
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eixo dos senos

sen(f)

eixo dos cossenos

Figura 8.5: Seno e cosseno de um angulo.

8.3 Relacdes trigonométricas em um triangulo retangulo

Um triangulo retangulo é aquele que possui um dos angulos com valor de 90°, como mostrado na
figura [B.6l esta possui identificados os dngulos de 90 e 6.

S

CA

Figura 8.6: Ilustracao de um tridngulo retangulo.

Na citada figura pode-se identificar a hipotenusa (maior dos segmentos e marcado como H) e os
dois catetos. Um dos catetos estd no lado oposto ao angulo 6 e é chamado de cateto oposto (CO) e o
outro estd ao lado do dngulo # e é chamado de cateto adjacente (C'A). A primeira relacio que pode
ser tirada de uma andlise da ilustragdo do tridngulo retangulo mostrado na figura é o conhecido
teorema de Pitagoras, cujo enunciado diz que o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados
dos catetos e que escrita matematicamente se torna:

H =CO’+CA” (8.2)

Outras relagoes trigonométricas sdo as de seno, cosseno e tangente do angulo 6. O seno de 0 é:

cO
6 = 8.3
sen(6) = (8.3)
O cosseno de 0 é:
CcA
) = — 8.4
cos () = (8.4)
A tangente de 6 é:
CcO
an(f) ol (8.5)

'O angulo de 90° é costumeiramente representado por um quadrado com um ponto dentro. Veja a figura[B6lnovamente
para identificar.
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Com estas relagbes em mente pode-se encontrar o comprimento de qualquer um dos trés segmentos
e o valor de qualquer um dos angulos de um tridngulo retangulo. Deve-se salientar que, com o auxilio
de uma calculadora cientifica, o estudante pode descobrir o valor dos dngulos a partir do valor do
cosseno, do seno ou da tangente do mesmo. Por exemplo, o dngulo cujo cosseno é 0,3 é geralmente
identificado como cos™1(0,3) e o resultado é 72,54°. Uma outra forma de se escrever é arccos(0, 3),
que ¢é lido como arco cujo cosseno é 0,3, podendo a palavra arco ser tratada neste caso como sinénimo
de angulo. Assim sendo, arccos(0,3) = 72,54°. O estudante deve niao somente adquirir fluéncia no
uso das relaces descritas, como também na operacao da calculadora.

Alguns dngulos sdo mais comuns e por este motivo sdo chamados de dngulos notdveis. Os seus
valores de seno, cosseno e tangente sao muito utilizados, entao é muito comum que estes valores sejam
tabelados para consultas: veja a tabela Na referida tabela nota-se que para o dngulo de 90° nao
ha um valor de tangente escrita; a tangente pode ser calculada como a divisdo do seno pelo cosseno e
para o referido angulo este valor tende a infinito.

Tabela 8.1: Valores de seno, cosseno e tangente para os dngulos notaveis.

Angulo 6 | sen() | cos(d) | tan(f)
0° 0 1 0
30° 1/2 | V3/2 | V3/3
45° V2/2 | V2/2 1
60° V3/2 | 1/2 V3
90° 1 0 -

Exemplo 8.2. Determine o que é solicitado em cada um dos itens a seguir:
(a) Qual é o valor do segmento X do tridngulo mostrado na figura [8.7(a)f
(b) Qual é o valor do sen(f) para o tridngulo mostrado na figura |8.7(b)f’

(c) Qual é o valor do cos(y) para o tridangulo mostrado na figura [8.7(c)f

2m 40" 3m
3m 1,7m
: 8 .
2m v .
(c)

(a) (b)

Figura 8.7: Ilustracdo de tridngulos retangulos relativos ao exemplo

Solugao:

(a) O segmento X é o cateto oposto ao angulo de 40°. Portanto, pode-se utilizar a equacio (B3] e
assim tem-se:

b |

sen(40°) =
X =2 x sen(40°)

X =2x0,64

X =1,28m
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(b) Para calcular o seno do dngulo  é necessario saber os comprimentos do cateto oposto a [ e
da hipotenusa. Observando a figura pode-se notar que a hipotenusa é de 3m e o cateto
adjacente é de 2m. O cateto oposto pode ser determinado usando o teorema de Pitdgoras
(equagao (B2]), como feito na sequéncia:

H =CO +CA°
32 = CO” 4 22
CO> =32 _ 92

Agora pode-se calcular o seno de 8 utilizando a equacao (83]). Assim tem-se:

sen(§) = 22
sen(5) = 2,324
sen(f3) = 0,75

(c¢) Para calcular o cosseno de 7 é preciso saber o comprimento do cateto adjacente ao dngulo 7 e
o comprimento da hipotenusa. Uma andlise do tridngulo da figura mostra que o cateto
oposto ao angulo v é de 1,7m e a hipotenusa é de 3m. O cateto adjacente pode ser encontrado
usando o teorema de Pitagoras, como mostrado a seguir:

H =C0° +CA°
32=17+CA°
CA> =32 1,72

CA>=9-2,89
CA=.,/6,11
CA=247Tm

Agora pode-se calcular o cosseno de v utilizando a equagao (84]). Assim tem-se:

() CA
COS = =
e
2,47
cos() = 2
cos(y) = 0,82
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Videoaula 8.2 (Sobre relacdes trigonométricas). Para mais detalhes sobre relagdes em
um tridngulo retangulo acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/jGubpSNfvpI

8.4 Sinais alternados senoidais/cossenoidais

Nesta se¢do o assunto em destaque é o conceito de sinais alternados senoidais e cossenoidais.
Deve-se salientar que, nesta se¢do, quando for utilizado o termo sinal é porque estd sendo feita uma
referéncia a uma corrente elétrica ou a uma tensdo e, por isso, o sinal terd a unidade volt ou ampere.
Outra coisa muito importante: é mais comum na engenharia elétrica que seja utilizada a representacao
cossenoidal, pois é a fungdo que representa a projecao no eixo real e isto serd importante para a definicao
de um fasor complexo: calma estudante, isto sera apresentado no momento adequado no capitulo [I0]
por enquanto tenha paciéncia e aprenda a representagao cossenoidal e senoidal de uma onda para estar
apto a entender o fasor posteriormente. Outro comentario: uma funcao senoidal pode ser representada
por uma cossenoide, bastando fazer um deslocamento de fase de 90° e o oposto é verdadeiro; por isto
é comum que se diga que se estuda ou usa ondas senoidais e se faca a representacdo com um cosseno.

Os sinais alternados senoidais sdo aqueles que variam no tempo de acordo com uma funcéao senoidal.
Para um sinal alternado senoidal ou cossenoidal deve-se conhecer os seus parametros mais importantes.
Sao eles:

» Valor de pico ou valor méximo do sinal: U,, em volt ou ampeére;

e Periodo do sinal: T, em segundos e que é abreviado por s;

o Frequéncia do sinal: f, sendo f = 1/T, a sua unidade é 1/s que é conhecido como hertz ou Hz;
o Frequéncia angular do sinal: w, sendo w = 27 f em rad/s;

« Angulo de fase: # em graus ou radianos.

Com o conhecimento destes pardametros, pode-se definir uma fun¢do no dominio no tempo que
represente o sinal alternado cossenoidal da forma:

u(t) = Upcos(wt) V (8.6)

O sinal alternado cossenoidal representado pela equacao (8.6) pode ser visto na figura [B8


https://youtu.be/jGubpSNfvpI
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u(t)\ T

_Up

Figura 8.8: Sinal alternado cossenoidal.

A cossenoide exibida na figura 8.8 pode ser deslocada de tal forma que o valor méximo que ocorre
no tempo ¢t = 0s ocorra depois (diz-se que a onda foi atrasada no tempo) ou antes (diz-se que a onda
foi adiantada no tempo). Apesar da escala horizontal ser temporal, é muito comum que o atraso ou
adiantamento da onda seja dado em graus, por exemplo 6. Se a onda for atrasada, entdo 6 < 0° e se
for adiantada, entao 6 > 0°. A representacdo matematica da fungdo cossenoidal com deslocamento é:

u(t) = Upcos(wt +6)V (8.7)

A representacio grafica da funcao cossenoidal da equagao (8.7) considerando um atraso de 6 (neste
caso com valor negativo) é mostrada na figura [89] na qual sao destacadas os pardmetros:

e Up,: valor de pico. Note que hd o maximo +U,, e o minimo —U,, da fun¢do. A funcao ¢ alternada,
pois tem parte positiva e parte negativa e oscila periodicamente;

e 0: é o dngulo de fase do sinal cossenoidal. A ideia de onda adiantada ou atrasada é importante
para os célculos de poténcia elétrica em corrente alternada, por isto dé atencdo a esta secdo;

e T': periodo do sinal. Representa o tempo necessario para se ter um ciclo completo do sinal, ou
seja, é o tempo que o sinal demora para repetir a mesma forma de onda. Deve-se lembrar que a
frequéncia f é o inverso do periodo. A frequéncia representa a quantidade de ciclos que ocorrem
em 1 segundo.

u(t)p T
+Up

_Up

Figura 8.9: Sinal alternado cossenoidal.
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O habitual é fazer a representacdo das grandezas a partir do tempo nulo, ou seja, a varidvel existir
apenas para t > 0, pois o tempo zero é o marco que determina o interesse no estudo das grandezas.
Saliente-se também que a abordagem feita para o sinal senoidal de tensdo é a mesma que deve ser
feita a sinais senoidais de corrente elétrica ou qualquer outra grandeza.

Exemplo 8.3. Represente graficamente a tensdo cossenoidal abaixo:
u(t) = 150 cos(377t — 35°) V

Solucgao:
Na equacao apresentada, tem-se:

Up=150V
w =377 rad/s
Sendo w = 27 f, entdo:
f—i— 377
C2r 2x3,14
f =160 Hz

Sendo f =60 Hz e sendo T'=1/f, entdo T = 0,01667 s.

Comparando a equagao ([87) e a equacao dada no exemplo, tem-se que:
6 =—35°

Na figura vé-se que um valor positivo de 0 fez a representacao da cossenoide ser deslocada para
a esquerda, entdo um valor de # negativo fard ela ser deslocada 35° para a direita, assim, pode-se ver
a solucgao gréfica na figura R0

u(t) A 0,01667 s
150 V
t
~150 V

Figura 8.10: Solugao grafica relativa ao exemplo 8.3l

d

Exemplo 8.4. Determine a equagio para o sinal cossenoidal de corrente apresentado na figura [B.1T]
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i(t) A 0,02 s
=] 20 A

—9259

—20 A

Figura 8.11: Corrente senoidal.

Solucgao:

Da anélise grafica o maior desafio é interpretar o dngulo de fase. Como a cossenoide estd adiantada
(seu pico ocorre antes de 0°), entdo o angulo de fase é positivo e vale +25°. Dito isto, organizando-se
os parametros da funcdo com base numa inspec¢ao do grafico sao:

Ip =20 A
0 = +25°
T=0,02s

Lembre-se que nas solugoes que fard, vocé ira considerar o tempo zero como marco para contagem
do fendmeno em estudo, quer seja a analise de uma tensdo ou corrente. Por isto, o trecho de tempo
negativo da funcao foi apresentado com uma linha pontilhada, deixando claro que foi desenhado
apenas para que seja possivel avaliar o dngulo de fase, mas que na verdade este sinal ndo existe, pois
a contagem s6 comegou no tempo zero.

Se T'= 0,02 s, entao:

f=1/T =1/0,02 =50 Hz
w=2x7mXf
w=2xm x50
w = 314,16 rad/s

Logo:

i(t) = 20 cos(314, 16t + 25°) A

No Brasil a frequéncia da onda de tensdo do sistema elétrico é de 60 Hz, inclusive a tensdo das
tomadas da sua casa. Porém na Europa a rede elétrica tem frequéncia de tensao de 50 Hz, que foi o
valor encontrado neste exemplo.

a
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Videoaula 8.3 (Sinais alternados senoidais e cossenoidais). Para mais detalhes sobre os
principais pardmetros que definem uma onda senoidal ou cossenoidal acesse a videoaula a
seguir:

e https://youtu.be/bslTDjdtcfU

8.5 Nuameros complexos

A raiz quadrada de um ntmero real positivo também é um ntamero real positivo, por exemplo:

Vi = 2
V9 = 3
V2 o= 1,41
Porém, a raiz quadrada de um ntmero real negativo ndo é um ntmero real pois, neste caso,

esta operagdo nao existe no conjunto dos nimeros reais R. Assim, tendo em mente que o simbolo
matematico A significa ndo existe em, pode-se escrever:

V-4 AR
V-9 AR
V-2 AR

Entretanto, pode-se decompor esta operacdo matematica da seguinte forma:

VaA=VaxV/-1=2x+v-1
V=0=vV9xV/-1=3x+v/—1
V=16 =16 x V=1 =4 x /=1

Observando o que foi exposto, vé-se que sempre que se decompde a raiz quadrada de um niimero
real negativo obtém-se um nimero real positivo que multiplica o termo v/—1. Sendo assim, atribui-se
a este termo a denominagcao:

V-1=j (8.8)

j recebe o nome de unidade imagindria. O estudante deve observar que nos livros de matematica
usa-se a letra ¢ para se representar a unidade imaginaria, mas em estudos de eletricidade usa-se a letra
7, pois 7 representa a corrente elétrica.

Qualquer nimero que possua a unidade imaginaria j é um ntimero complexo e pertence ao conjunto
dos nimeros complexos C.


https://youtu.be/bslTDjdtcfU
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Um niimero complexo possui duas partes: uma real e uma imaginaria. A parte imagindria é aquela
que possui o termo j. De forma geral, um niimero complexo z pode ser representado por:

Z=a+jb (8.9)

Na equagao ([89) o termo jb indica a multiplicacdo entre j e b e o simbolo de multiplica¢do s6 nao
¢ indicado para nao deixar a expressao muito pesada, pois ficaria z = a + j X b. O estudante deve
ficar atento ao fato de que neste livro os ntimeros complexos sdo identificados pela barra acima da
letra, assim z pode indicar um ntmero real, enquanto z representa um nimero complexo. Também
serd feito o uso do negrito para indicar um nimero complexo, entdo pode-se escrever z = a + jb. Do
nimero z = a + jb tem-se que a e b sdo numeros reais: a ¢ a parte real e jb é a parte imaginaria
do ntimero complexo. Quando se encontra nesta forma, o complexo é dito estar representado em sua
forma retangular ou cartesiana.

Se um numero complexo possuir apenas a parte real, z = a, ele é chamado de real puro, neste
caso b = 0. Se um ntimero complexo possuir apenas a parte imaginaria, z = jb, ele é chamado de
imagindrio puro, neste caso a = 0.

De forma geral, tem-se:

z=R+j<

Exemplos de niimeros complexos na forma retangular:

T = 5452
y = —j3

z = 4

@ = —1+443

Um numero complexo qualquer se encontrd sempre no plano cartesiano formado por um par de
eixos perpendiculares. O eixo horizontal ou real, é aquele no qual se encontra a proje¢do no eixo
real ® (o nimero real a), e o eixo vertical ou imaginério, é aquele no qual se encontra a projegdo no
eixo imaginario & (o nimero real b) que acompanha a unidade imaginéria j. Na figura [R12] tem-se a
representacao grafica do ntimero complexo zZ = a + jb.

Figura 8.12: Representagao grafica de um niimero complexo.

Na figura pode-se observar que um nimero complexo qualquer z possui um maédulo |Z| que é
o seguimento de reta que vai desde a origem até o par ordenado (a,b). Este médulo forma um dngulo
6 com o semieixo real (R) positivo. Este dngulo é chamado de argumento do niimero complexo.

Conhecendo-se 0 médulo |z| de um ntimero complexo e o seu argumento 6, pode-se representa-lo
em sua forma polar:

Z=|zp (8.10)
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Deve-se observar que a representacdo de um nimero complexo em sua forma polar é uma repre-
sentagao do valor do médulo do complexo |z| e de seu argumento 6 e ndo de uma multiplicacdo entre
|Z| e 6.

Estando o niimero complexo representado em sua forma retangular, pode-se representa-lo muito fa-
cilmente em sua forma polar e vice-versa. Analisando-se a figura8.I2]encontra-se o tridngulo retangulo
cujos parametros sao:

« Hipotenusa |z|.
« Angulo 6.
o Catetos adjacente a e oposto b.

Sendo assim, estando o nimero complexo em sua forma retangular z = a + jb, e utilizando-se as
relagoes do tridngulo retangulo, tem-se:

Z| = Va? + b2
7|

0 = arctan (é)
a

|Z] = Va2 + b? jarctan(b/a) (8.11)

Entao:

Estando o complexo em sua forma polar z = |z| £ e utilizando-se as relagoes do tridngulo retangulo
pode-se representia-lo em sua forma retangular:

a = |z| x cos(0)

b =|z| x sen(h)

Portanto:
z = |z| x cos(0) + j|z| x sen(h) (8.12)

Exemplo 8.5. Converta os nimeros complexos da representacdo polar para retangular e vice-versa.

(a) —2+ j4
(b) 10450°
(c) 3— 410
(d) 100/-30°

Solugao:
Veremos caso a caso:

(a) O numero esté representado na forma retangular e, portanto, deve ser transformado na forma

polar usando a equacao RIT}
\/(—2)2 + (4)? arctan(4/ — 2)
4,47 116, 57°

Qual foi o angulo que vocé encontrou na sua calculadora? Faga a ilustracdo do ntmero na
representagdo retangular e veja que ele estd no segundo quadrante do plano complexo e obriga-
toriamente este angulo é maior que 90° e menor que 180°.
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(b) O ntmero esté representado na forma polar e, portanto, deve ser transformado na forma retan-
gular usando a equacao [B.12k

10 x cos(150°) + 710 x sen(150°)
8,66 + 55

(¢c) Mais um a ser transformado na forma polar usando a equacao BITt

1/ (3)2 + (—10)2 arctan(—10/3)

10,44/-73,3°

(d) Mais um a ser transformado na forma polar usando a equacao [R.12]

100 x cos(—30°) + 5100 x sen(—30°)
86,6 — 550

Videoaula 8.4 (Definicdo de ndmeros complexos). Para mais detalhes sobre os ntimeros
complexos nas formas retangular e polar acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/hE0xKXVQ45w

8.5.1 Operacoes entre nimeros complexos

A seguir, as quatro operagdes matematicas elementares envolvendo nimeros complexos e o conceito
de niimero complexo conjugado sdo apresentados.

Adicgao
A forma mais simples para se somar dois nimeros complexos é quando ambos os niimeros estao
na forma retangular. Assim sendo, deve-se somar a parte real de um com a parte real do outro e a

parte imaginaria de um com a parte imaginaria do outro.
Seja z = a + jb e y = ¢+ jd dois niimeros complexos, entao:

Z+y=(a+jb)+ (c+jd) =(a+c)+jb+d) (8.13)


https://youtu.be/hEOxKXVQ45w
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Exemplo 8.6. A seguir, alguns exemplos de adi¢do entre niimeros complexos.

—24+4)+ () =(-2+5)+j1+0)=3+j1) =3+

—2—§5) + (—47) = (=2 +0) +j(=5 = 7) = =2 — 512

Subtracgao

Para subtrair um niimero complexo de outro deve-se subtrair a parte real de um da parte real do
outro e a parte imaginaria de um da parte imaginéria de outro.
Seja z = a+ jb e y = ¢+ jd dois nimeros complexos, entdo:

Z—y=(a+jb) — (c+jd) =(a—c)+jb—d) (8.14)

Exemplo 8.7. A seguir, alguns exemplos de subtragdo entre nimeros complexos.

(
2)-0G3)=02-0+40-3)=2-73

(=2+5) - 0)=(2-5)+j0-0) = (=T+j1) = =T+
(=2 —45) — (—=§7) = (=2 = 0) + j(~5 +7) = —2 + 52

Multiplicagao

Para realizar a multiplicagdo de um nimero complexo por outro, os mesmos podem estar na forma
retangular ou na forma polar.

Se os dois complexos estiverem na forma retangular, a multiplicagdo se processa aplicando-se a
propriedade distributiva. Vocé verd que a multiplicacdo na forma polar é mais simples e sem duvida € a
forma mais praticada. A depender do seu curso € interessante que vd direto para ela, que € apresentada
nos proximos pardgrafos. Para a multiplicacdo entre nlimeros na representacdo retangular:

Fxj=vV—-1xv-1= (/-1 =-1

Sejam dois ntimeros complexos na forma retangular z = a + jb e §y = ¢ + jd, entdo:

zxy=(a+jb) X (c+ jd) = ac + ajd + jbc + jbjd = ac + jad + jbc — bd
Que pode ser reorganizado como:
zZ x y = (ac — bd) + j(ad + be) (8.15)

Exemplo 8.8. A seguir, alguns exemplos de multiplicagdo entre nimeros complexos na forma retan-
gular com as operagcoes sendo feitas utilizando a propriedade distributiva.
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—24j)x(5)=-2x5+jx5=-10+75

Se os dois niimeros complexos estiverem em suas formas polares z = |z|f e y = |y| ja, entdo deve-se
multiplicar os médulos e somar os angulos.
Esta é a forma mais querida pelos estudantes para realizar as operacées de multiplicacao, entao

aprenda ela praticando.
zZxy=|z| x|ylf0 + a) (8.16)

Exemplo 8.9. A seguir, alguns exemplos de multiplicagdo entre niimeros complexos na forma polar.
(a
(b) 2/~28° x 315° = 6/~13°

) bA2° x 2/10° = 10/52°
)
¢) 127° x 4/-14° = 4/13°
)
)

(
(d) 2/4° x 3/=20° = 6/—16°
(e) 4/=23° x 5/=7° = 20/—30°

a

Se a operacido de multiplicacdo entre niimeros complexos na forma polar é mais simples que na
forma retangular, entdo sugere-se que o estudante faga a transformacdo dos niimeros da forma retan-
gular para polar e depois execute a operacdo de multiplicacao.

O conjugado complexo

Pode-se agora definir o conjugado de um nimero complexo z. Este é também um niimero complexo,
representado por z*, que quando multiplica o complexo z, o resultado é o médulo de z elevado ao

quadrado, ou seja:
Zxz* =22 (8.17)

Quando um numero complexo estd em sua forma retangular z = a + jb basta trocar o sinal da
parte imaginaria para encontrar o conjugado, ou seja:

z¥ =a—jb (8.18)

Exemplo 8.10. A seguir, alguns exemplos de conjugados de niimeros complexos na forma retangular.

(a) 2=—-2—j3 = 7 = -2+ ;3
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Quando um nimero complexo estd em sua forma polar z = |zZ|f, basta trocar o sinal do seu
argumento para encontrar o conjugado, ou seja:

7 =|z|/~0 (8.19)

Exemplo 8.11. A seguir, alguns exemplos de conjugados de niimeros complexos na forma polar.
(a) z=580° = z* =5/-30°
(b) y =2/-150° = y* = 2/150°

O
A relagdo mostrada na equagao (8I7) permite simplificar alguns calculos, como o da divisao
que é mostrada na proxima secdo. O estudante deve ainda saber que sendo z = a + jb, entao
Zx 2" = |z]? = (Va? + b2)?, que resulta em:
Zxz*=a’+b? (8.20)
Divisao

Para se dividir um niimero complexo por outro, os mesmos podem estar na forma retangular ou

na forma polar.
Se os dois complexos z e y estiverem na forma retangular, a divisao se processa da seguinte forma:

g*
Y 8.21
pr (8.21)

Q| wy
NSJRIRSY

Ou seja, a fragdo que representa a divisdo, z/y, tem o seu numerador, z, e o seu denominador, ¥,
multiplicados pelo conjugado do seu denominador, 3*.

Portanto, sendo z = a + jb e y = ¢ + jd e lembrando-se ainda que um ndmero complexo ¥y
multiplicado pelo seu conjugado y* é igual a seu médulo elevado quadrado, ]5\2, tem-se:

et (et (c—jd)  (atb) x (e jd)

~(e+jd)  (c+4d) "~ (c—jd) |52

Vocé vera posteriormente que a divisdo ¢ muito mais simples se ambos os niimeros estiverem

Q|

representados na forma polar.

Exemplo 8.12. A seguir, alguns exemplos de divisdo entre dois niimeros complexos na forma retan-

gular.

@) (B2
2 j3)
Solugao:
Para realizar a divisdo, quando os numerador e denominador estdo representados em coordena-
das retangulares, deve-se multiplicar ambos, numerador e o denominador, por 2 4 j3, que é o

conjugado complexo do denominador (2 — j3). Isto é feito a seguir:

(-+42) | (2+43)
CEFDRNCEE)

O estudante pode usar a relacio dada na equacao e assim (24 j3) x (2—j3) =22 432 =
¢ ¢ J J

44 9 = 13. Seguindo os célculos:
104715+ 354—6

13
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Realizando as somas no numerador: )
44719

13

O valor aproximado desta operagao é:

0,31 4 41,46

o mesmo procedimento é feito na sequéncia, mas sem detalhamentos. O estudante deve detalhar
por conta para treinar.

(—4+2)
(=1-73)
Solugao:
(—4+42) _ (-4+442) (=1+473) _ ,
) R ) Rl e ) R
(1+47)

(73)
Solugao:
(1+47) _ A+47)  (=43) _ ,

B Gy gy NI
(=1-42)

(4)

Solugao:

(142 _(1-j2) (@ _
@ - @ S@o e

Veja que na divisdo por um namero real, é uma perda de tempo fazer o uso do conjugado, pois
pode-se de forma imediata dividir o niimero complexo por 4 desde o inicio.

(2-41)

Solucgao:

B () @+ _ .
e-0 - e
g

Se os dois nimeros complexos estiverem em suas formas polares z = |z| f e y = |y| j, entdo deve-se
dividir o médulo do numerador pelo do denominador e subtrair o argumento do numerador pelo do
denominador, como é mostrado a seguir:

8,
T (8.22)

A divisdo entre nimeros complexos é tao mais simples na forma polar, que é a preferida pelos
estudantes. Veja no exemplo que segue.

Q|

Exemplo 8.13. A seguir, alguns exemplos de divisdo entre dois niimeros complexos na forma polar.

@ S = ph0 =3 —agr

3/45° 3
= — 5% — (=27°) = 0,6/72°

(b)
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10/~60° 10
———— = —/—60° — (—15°) = 2,5/—45°

280° 2
= — OO — 300 — O 4 ° — 0 4:
spp  5AL =300 =0,40° =0,

15/~50° 15
e 0 50° — (=50°) =50° =5

(c)

(d)

(e)

d

Se a divisao entre nimeros complexos representados na forma polar é mais simples, entao é sugerido
que sempre que possivel o estudante transforme os niimeros para representacdo polar e depois efetue
a divisao.

Videoaula 8.5 (Operacdes com niimeros complexos). Para mais detalhes, com exemplos
numeéricos, sobre como realizar as operagdes de soma, subtragdo, multiplicacdo, divisdo e
conjugacdo com numeros complexos nas formas retangular e polar acesse a videoaula a
seguir:

e https://youtu.be/eFYTZGhm9kk

8.6 Resumo do capitulo

Os capitulos subsequentes tratardao de circuitos cujas tensoes e correntes possuem forma de onda
senoidal/cossenoidal. Para perfeito entendimento das ferramentas criadas para solucionar problemas
para estes tipos de circuitos, o estudante deve dominar os conceitos e operacdes baseadas em trigono-
metria e nimeros complexos. Estes foram os temas do presente capitulo e uma breve revisao é feita a
seguir:

o As unidades mais usadas para medir angulos sdo o grau e o radiano;

o O tridngulo que possui um angulo reto (de valor 90°) é chamado de tridngulo retdngulo. Todos
eles possuem uma hipotenusa (parte oposta ao dngulo reto) e dois catetos. Se é escolhido outro
angulo o qualquer que nao seja o reto para se fazer a analise, entdo tem-se o cateto oposto e o
adjacente a «;

e O seno de um angulo é igual ao quociente entre o cateto oposto e a hipotenusa, enquanto que o
cosseno de um angulo é igual ao quociente do cateto adjacente pela hipotenusa. A tangente de
um angulo é igual ao cateto oposto pelo cateto adjacente;


https://youtu.be/eFYTZGhm9kk
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e O nimero v—1 é representado pela letra j e é chamado de unidade imaginaria. Nos livros de
matematica a unidade imaginaria é representada pela letra ¢, porém esta letra nao é adotada
nos textos de eletricidade para ndo haver confusdo com a corrente elétrica;

o Um nimero complexo pode ser representado na forma polar (médulo e dngulo) ou retangular
(partes real e imaginaria);

e Numeros complexos sdo empregados para representar fungoes cossenoidais e senoidais, por
isso serdo uteis nos estudos futuros sobre eletricidade com tensdes e correntes elétricas senoi-
dais/cossenoidais.

Problemas propostos

Problema 8.1. Localize cada dngulo abaixo no circulo trigonométrico e, com o auxilio de uma cal-
culadora cientifica, calcule para cada um deles os valores de sen e cos. Para os dngulos notaveis é
conveniente que o valor seja memorizado com base na tabela [81] em vez de obtido via calculadora.

(a) 45°

(2) —330°

—45°

—0,9 rad

2,5 rad

—315°

7
(n) T rad

)
)
(k) 150°
)
)

(0) 120°

(0) — 2 rad
(@) 300°

(1) 2T rad
(s) 210°

(t) — rad
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Problema 8.2. Para cada tridngulo retdngulo da figura [B.13] determine o que se pede:
(a) Para o tridngulo da figura [8.13(a)| encontre os valores de x e 0;

(b) Para o tridngulo da figura|8.13(b)| encontre os valores de h, sen(«), tan(«), cos(a) e a.

e
z h
1m 9m
//l /j

1,2m 10m
(a) (b)

Figura 8.13: Ilustracao de tridAngulos retingulos relativos ao problema

Problema 8.3. Com os niimeros complexos: @ = 1060°, b = 2/r/6, ¢ = —2 + j3 e d = 5+ j4, realize
as operagoes indicadas e dé a resposta final em coordenada retangulares.

(a) a+d

G) a+b

Problema 8.4. Represente graficamente cada um dos sinais alternados senoidais de tensao e corrente
apresentados abaixo.

(a) i(t) = 3sen(314,16t —45°) A
(b) u(t) = 127 cos(377t) V

() i(t) = 42,6 cos (37Tt + g) A

(d) wu(t) = 150cos(314, 16t — %)V
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Problema 8.5. Determine as equagdes para os sinais senoidais/cossenoidais de corrente apresentados

na figura [B.14

i(t))
5A

0,02 s

—5A

Y

90°

—~

V)

0,01667 s

Figura 8.14:

(b)

Grandezas senoidais/cossenoidais.



Capitulo 9

Circuitos indutivos e capacitivos

9.1 Introducao

Até agora foram abordados neste livro apenas circuitos elétricos puramente resistivos. Entretanto,
a modelagem de varios equipamentos ou instalagdes elétricas s6 correspondem a realidade quando
sdo considerados os efeitos indutivo e capacitivo. Estes efeitos aparecem somente quando as tensdes
e correntes elétricas variam no tempo, como, por exemplo, no caso delas possuirem formas de onda
senoidais. Portanto, ndo havia sentido estudar estes efeitos nos capitulos anteriores, que trataram de
circuitos elétricos cujas tensoes e correntes eram exclusivamente continuas. Neste capitulo serd dada
uma introducdo a modelagem dos efeitos indutivo e capacitivo, enfatizando os elementos de circuito
chamados de indutor e de capacitor.

9.2 Circuito indutivo

Na presente secdo ¢ mostrado apenas a teoria basica para que o estudante entenda como modelar
o efeito indutivo num circuito utilizando o elemento indutdncia. Para melhor compreensdo sobre a
indutéancia, sdo apresentados também alguns conceitos sobre eletromagnetismo.

9.2.1 Indutéancia e indutor

Quando um pedago de ferro é aproximado de um ima nota-se que ha uma forca de atragdo entre o
ima e o pedaco de ferro. Isto ocorre devido ao campo magnético ao redor do ima, sendo que a forga de
atracdo vai ficando mais intensa quando a distancia entre eles diminui. Outra caracteristica dos imas
¢é serem bipolares, ou seja, eles possuem duas polaridades, que sao chamadas de polo norte e de polo
sul. Se dois polos iguais estdo préximos a forga nos dois imas é de repulsdo e se dois polos distintos
estdo proximos a forca é de atracio. Estas forcas de repulsao e de atragdo descritas sdo utilizadas em
muitos dispositivos eletromagnéticos, como, por exemplo, motores elétricos, disjuntores, contatores
etc.

E usual que para operar adequadamente um dispositivo, tenha-se a intensidade do seu campo
magnético alterado. Isto pode ser feito com um ima ao aproximé-lo (aumentando o campo magnético)
ou afastéd-lo (diminuindo o campo magnético). Uma maneira mais adequada de se alterar a intensidade
do campo magnético é utilizando um eletroimad, que é um dispositivo cuja construgdo é mostrada na
figura [@.1] na qual pode ser observado que hd uma bobina (fios enrolados) e uma parte maciga cuja
forma é cilindrica. Cada vez que o fio é enrolado de maneira que forme uma volta completa diz-se
que foi feita uma espira e, portanto, uma bobina é formada por varias espiras. Quando hé corrente
circulando em um fio, surge nas proximidades um campo magnético que ficard mais forte conforme
a intensidade da corrente aumenta. Outra forma de intensificar o campo magnético é aumentar a
quantidade de espiras desta bobina pela qual a corrente circula.

163
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Figura 9.1: Eletroima e as indicacdes dos seus polos e linhas de forca magnéticas. E
indicado como norte o polo no qual as linhas de forca magnéticas saem do eletroima e
sul é o polo no qual as linhas entram no eletroima.

polo norte polo sul

Pode-se avaliar os efeitos do campo magnético identificando-se a quantidade de linhas de forga
magnéticas, pois nas regioes em que elas estdo mais proximas uma das outras é mais significativo
o efeito do magnetismo, mas estas linhas nao sdo visiveis a olho nu. Na figura nota-se que nos
extremos e no interior do eletroima a densidade de linhas de forca é alta (linhas préximas umas das
outras) e quanto mais afasta-se do eletroima, menor é a densidade das linhas de for¢a (linhas mais
afastadas umas das outras). O mesmo ocorre em um {ma, quanto mais préximo dele, maior serd a
quantidade de linhas de forca magnéticas. A grandeza que mensura a quantidade de linhas de forca
magnéticas é o fluxo magnético ¢ e a sua unidade é o weber, cuja representacdo mais compacta é Wh.
Quanto maior o fluxo magnético, maior é a quantidade de linhas de forca magnéticas e mais intenso
os efeitos magnéticos na regido.

As linhas de forca magnéticas atravessam mais facilmente uns materiais do que outros. Assim como
materiais condutores facilitam a passagem da corrente e os isolantes dificultam a passagem da mesma,
hé os materiais que facilitam o confinamento destas linhas de for¢a magnéticas. Estes sdo chamados de
materiais magnéticos, sendo o do tipo ferromagnético o mais comum na construgdo de equipamentos
elétricos. Os materiais que dificultam o confinamento das linhas de for¢a magnéticas serdao chamados
no presente livro de ndo magnéticos. O ferro e 0 aco sdo bons materiais ferromagnéticos enquanto
que o cobre e o aluminio ndo sdo materiais magnéticos, ainda que estes dois ultimos sejam excelentes
condutores de corrente. O ar, a borracha, a madeira, entre outros, sdo nao magnéticos. O eletroima
mostrado na figura[@.T] possui a parte maciga cilindrica feita de material magnético e esta parte maciga
¢é chamada de nicleo magnético.

A medida de quanto um dispositivo é adequado ou néo para fins de confinamento do campo mag-
nético pode ser avaliada por uma grandeza chamada relutancia magnética, ou simplesmente relutancia,
que é representada pelo simbolo R. Pode-se fazer uma analogia entre resisténcia e relutancia: a resis-
téncia baixa indica que o meio (um resistor, por exemplo) facilita a passagem de corrente enquanto
que uma relutdncia baixa indica que o meio (por exemplo, um ntcleo de metal) facilita o confinamento
de linhas de forca magnéticas. A relutincia é dada por:

R=— (9.1)

Sendo:

e [ o comprimento do meio que se estd avaliando a relutancia;

1 . . P ~ 2 7
Respeite as maitsculas e mintsculas. Nao é wb, WB ou wB: é Wb!
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e A a area que é atravessada pelas linhas de campo magnéticas;

e 1 a permeabilidade magnética, que é um valor caracteristico dos materiais. Quanto maior o seu
valor menor serd a relutancia, portanto, em dispositivos magnéticos deseja-se materiais com alto
valor de permeabilidade da mesma forma que num condutor elétrico utiliza-se materiais de alto
valor de condutividade.

Pode-se dizer que em dois dispositivos distintos, um com relutancia elevada e outro com relutancia
baixa, é mais facil impor um certo valor de fluxo magnético naquele cuja relutdncia possui menor
valor. No eletroima ilustrado na figura[0.1], a drea A é circular e o comprimento [ é comprimento total
do cilindro.

Toda a teoria descrita até agora nesta secdo foi para que o estudante adquirisse conhecimento
suficiente para entender o principio de funcionamento do indutor, que é o principal objeto de estudo
desta secao. O indutor é basicamente um fio enrolado (a bobina) em um nticleo ferromagnético como
é mostrado na figura[0.2] em que pode-se verificar que o nicleo é fechado, pois assim todas as linhas
de for¢ca magnéticas ficam confinadas dentro do ntcleo, o que nao era o caso do dispositivo mostrado
na figura [@.Jl Fotos de indutores reais podem ser vistas na figura e neles as bobinas e ntcleos
podem ser visiveis, para reducdo de custos ou para melhor dissipacdo do calor, ou eles podem ser
encapsulados, seja para protecdo ou para que obedecam algum padrao de construcao de componentes
elétricos. Idealmente, se o material ferromagnético é perfeito, nenhuma das linhas de for¢a magnéticas
sai do ntcleo.

Figura 9.2: Ilustracao de um indutor.

Sé6 havera campo magnético dentro do nicleo do indutor enquanto houver corrente circulando nos
fios do eletroima. As linhas de forca se concentrarao no interior do nicleo e passando por dentro da
bobina. Para compreender exatamente o motivo pelo qual o indutor é empregado, é necessirio que o
estudante entenda os efeitos de um campo magnético no interior do nicleo do indutor. Como descrito
no decorrer desta secdo, a corrente pode gerar campo magnético, porém, serd que o campo magnético
pode gerar algum efeito elétrico? A resposta é sim, no entanto, hé algumas peculiaridade sobre isto
que sao descritas a partir de agora.

A lei de Fadaray, nome dado a lei em homenagem ao seu descobridor, diz que se o nicleo de um
indutor é atravessado por campo magnético de valor wvaridvel isto fard com que surja uma tensao
na sua bobina. Note que foi dado destaque a palavra varidvel na sentenca anterior, pois s6 havera
tensao nos terminais da bobina do indutor se houver variacdo no valor do campo magnético. Algumas
questoes precisam ser destacadas:

e A d.d.p. medida nos terminais da bobina do indutor devido ao efeito do campo magnético é
chamada de tensdo induzida;

e S6 hé tensao induzida se o campo magnético que flui por dentro da bobina possuir valor varidvel.
Dessa maneira, deve circular uma corrente de intensidade varidvel (por exemplo, senoidal) na
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o
! |
(a) Indutor com niicleo (b) Indutor para poténcias em torno de 300 W.

toroidal.

1] ]

(¢) Indutores empregados em pla-
cas eletronicas.

Figura 9.3: Fotos de indutores.

bobina do indutor, que fara surgir um fluxo magnético varidvel dentro do nicleo e como o fluxo
magnético varia dentro da bobina, entdo havera uma tensao induzida na bobina;

Se os terminais do fio em que foi induzida a tensdo nao estiverem conectados a nenhum dispo-
sitivo, entdo nao havera nenhuma corrente circulando. Porém, se os terminais do fio em que ha
tensao induzida estiverem conectados a uma carga haverd um caminho fechado para circulacao
de correnteﬁ;

No caso do indutor, o campo magnético é gerado pela corrente da bobina e, portanto, o indutor
tem de estar sempre ligado a um circuito que possua alguma fonte de tensdo ou de corrente.
A corrente que circula na bobina deve ser de valor varidvel para que surja nos terminais do
indutor uma tensao induzida. Se uma corrente continua circula nos terminais do indutor, nao
havera tensado induzida. Percebe-se, entdo, que os indutores ndo foram estudados nos capitulos
anteriores que tratavam de circuitos elétricos com tensoes e correntes elétricas continuas pelo
fato de que nesta situagdo eles nao fazem diferenga. J4 em circuitos elétricos cujas tensoes e
correntes elétricas variam no tempo (por exemplo, na forma de onda senoidal) é relevante a
avaliacdo dos efeitos indutivos.

A lei de Faraday, que trata da tensdo induzida, pode ser ser escrita matematicamente como:

@N &

e=Ng Ny

(9.2)

2 . . . . [ . <. . o

Alguns livros chamam esta corrente de corrente induzida, pois se d& devido a tensdo induzida pelo campo magnético
varidvel. A rigor, a tensdo é sempre induzida no fenémeno em destaque, porém a corrente s6 existe se houver caminho
fechado no circuito. Portanto, ndo é adequado dizer simplesmente que campo magnético varidvel gera corrente induzida,
pois isto nem sempre serd verdadeiro.
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Sendo que:
e e denota a tensdo induzida nos terminais da bobina;
e N ¢é o numero de espiras da bobina;

e ¢ o fluxo magnético, que é uma medida da quantidade de linhas de forca magnéticas que atra-
vessa o interior da bobina;

e té o tempo;

e d¢ e dt sao respectivamente os diferenciais de fluxo magnético e de tempo. Se a taxa de variacio
do fluxo no tempo pode ser considerada constante num tempo, entdo pode-se realizar a aproxi-
magao retirando o diferencial e fazendo a variagdo com base nos valores inicial e final, como é
descrito a seguir;

e A representa a variacdo de uma grandeza. Assim A¢ é a variacao do valor do fluxo magnético de
um valor inicial ¢; até um valor final ¢y: matematicamente escreve-se A¢ = ¢ — ¢;. O mesmo
se dd em relagdo ao tempo. At é o tempo decorrido desde a mudanca do fluxo magnético do
valor inicial até o valor final, ou seja, At =ty — ;.

Nota-se da equagao (@.2)) que a tensdo induzida em um indutor dependerd do fluxo magnético que
atravessa o nucleo ferromagnético e este valor depende da relutancia do nicleo (para o mesmo valor
de corrente circulando no fio da bobina, quanto maior for a relutancia, menor sera o fluxo magnético
e vice-versa). Além do mais, o valor da tensao induzida depende da quantidade de espiras da bobina
do indutor. O propésito deste livro é realizar a modelagem empregando circuitos elétricos e isto nao
estd sendo feito quando grandezas magnéticas sdo utilizadas. Por isso é introduzido agora o conceito
de indutincia, que € o elemento de circuito que permite obter a relagdo entre a tensao e a corrente em
um indutor, sem recorrer ao uso de grandezas magnéticas.

A induténcia é representada pela letra L e sua unidade é o henry ou simplesmente H. E necessério
que o estudante perceba que indutor é um dispositivo fisico (que é construido com um nicleo e
bobina) e induténcia é uma propriedade fisica. O estudante deve relembrar a diferenca entre resistor
(dispositivo) e resisténcia (propriedade de um dispositivo em se opor & passagem de corrente). Pode-
se dizer que um indutor possui um valor de indutdncia assim como diz-se que um resistor possui um
valor de resisténcia. E necessirio salientar que vérios dispositivos que operam com corrente varidvel
sdo modelados por uma induténcia, ainda que nao sejam indutores. Por exemplo, os fios de linhas
de transmissdo de energia possuem indutancias, pois sdo percorridos por corrente senoidal e geram
campo magnético também senoidal, que induz uma tensdo nos fios ao lado. A induténcia também
estd presente na modelagem de outros dispositivos eletromagnéticos como motor e gerador elétricos.
No caso de um indutor (nticleo e bobina), a induténcia é dada por:

L=— (9.3)

A equagdo ([@3)) evidencia que a indutancia de um indutor depende da quantidade de espiras que
formam a bobina e da relutancia (esta depende das dimensdes e do material do nicleo). Como é
mostrado no exemplo [@.1], pode-se realizar medigoes da tensdo induzida e da corrente e se obter o
valor de L, sem precisar saber os valores de N e R.

Voltando ao uso da induténcia para modelar a relacdo entre a tensao induzida e a corrente, pode-se
dizer que um indutor L ao ter sua bobina percorrida por uma corrente ¢ de valor variavel, gerard um
fluxo magnético varidvel e que induzird nos fios da prépria bobina do indutor uma tensao e, cujo valor
¢é dado por:

e 1Y A (9.4)
dt At



168 Circuitos Elétricos e Eletrotécnica - Fundamentos e AplicacSes

A equagao ([@.4)) estd como desejado, pois possui apenas os valores de tensdo, corrente e um elemento
de circuito, enquanto que a equacao (@.2) ndo é conveniente para estudos de circuitos elétricos, ja que
é necessario saber o valor da grandeza fluxo magnético, que depende da quantidade de espiras, do
material de que é feito o ntcleo e das dimensbes deste mesmo nicleo.

Quanto a aplicagdo de indutores, o estudante deve ter conhecimento de que ele é usado para limitar
o valor da corrente em caso de curto-circuito ou sdo empregados na confeccdo de placas eletronicas
que filtram sinaisﬁ, entre outras aplicacoes.

Exemplo 9.1. Um técnico possui um indutor e deseja saber o valor da sua induténcia. Por isso fez
o seguinte teste: elevou o valor da corrente que flui no indutor de 0 A para 5 A em um intervalo de
tempo de 40 us e mediu o valor da tensdo induzida durante o periodo em que a corrente era elevada
de valor, no qual encontrou 400 V. Qual é o valor da indutincia deste indutor?

Solugao:

Basta empregar diretamente a equacao (@.4). A variagao de corrente é Ai =i —i; =5—-0=5A
que é variada em um intervalo de tempo de At = 40 us = 40 x 1075 s e a tensio induzida nos terminais
do indutor foi de e = 400V. A seguir os cdlculos sao feitos:

Ai
- =
N
At
I =e—
“Ai
—6
I — 400 40 x 10
5
40 x 106
L=4x10% &
5
1 —4
I— 60 x 10
5
L=32x10"*%
L=3,2x10H
L =3,2mH

Considerou-se que a corrente aumentou linearmente e, neste intervalo que ela estava aumentando,
a tensdo induzida estava constante no valor de 400 V.

O
9.2.2 Associacado de indutancias

As indutéancias sao associadas para se encontrar uma unica, chamada de indutincia equivalente de
maneira similar & associacdo de resisténcias.
Associagao de indutancias em série

Na figura [9.4(a)| é mostrado um circuito com n indutincias associadas em série e podem ser

substituidas pela indutancia equivalente L, se o valor desta é:

Legg=Li+Lo+L3+---+L, (9.5)

3 . . 4 . s . . . ~ .

No contexto de sinais elétricos, filtrar é impedir que o sinal de tensdo ou de corrente contenha uma faixa ou um
valor especifico de frequéncia. Assim como um filtro de 4gua impede a passagem de impurezas, um filtro, no contexto
de eletricidade, impede a passagem de um sinal com uma certas frequéncias.
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Ll L2 L3 Ln I
....... €q
+W _ +W _ ’66666‘—_ _ T
| wlt)  wlt)  us(t) (1) i)
i(t)
+ u(t) - T ()
(a) Circuito original. (b) Circuito represen-
tado pela indutancia
equivalente.

Figura 9.4: Circuitos elétricos para andlise do conceito de indutincia equivalente.

Deve-se ter em mente que se todas as indutancias do circuito original forem trocadas por uma
nica, a chamada indutancia equivalente, entao a tensao entre os terminais de L, serd igual a tensao
entre os terminais do circuito original. Em relagdo a corrente, deve-se saber que a intensidade da que
atravessa L¢; ¢ a mesma da que atravessa todas as indutancias em série do circuito original. Uma
ilustracdo do circuito composto pela indutdncia equivalente é mostrada na figura e ajuda a
entender o que acabou de ser dito.

Associagao de indutancias em paralelo

Na figura [9.5(a)| ¢ mostrado um circuito com n indutancias associadas em paralelo.

)
in(t) Ln Leq
i(t) i(t)
. =
u(t) T )

(a) Circuito original. (b) Circuito represen-
tado pela indutancia
equivalente.

Figura 9.5: Circuitos elétricos para analise do conceito de indutincia equivalente.

Todas as indutancias em paralelo podem ser substituidas pela indutancia equivalente L., sendo o
valor desta obtido por:

1
=—+—F+—+ = (9.6)

Ha4 dois casos particulares que merecem atenc¢do, como descrito a seguir:
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1. circuito com apenas duas indutancias em paralelo. Neste caso tem-se:

L1 X L2
ey = ——= 9.7
‘T Li+ Ly 0.7
2. circuito com N indutancias de mesmo valor L em paralelo. Neste caso tem-se:
L
Leq = N (98)

A representagdo da indutancia equivalente, bem como da corrente e da tensdo nos seus terminais
(cujos valores sdo os mesmos do circuito original), é mostrada na figura [9.5(b)|

9.2.3 Associacao mista de indutancias

Quando hd em um mesmo circuito indutancias associadas em série e em paralelo diz-se que ha
associagdao mista de indutdancias. Identificadas as formas de ligagbes das indutancias (em série ou em
paralelo) deve-se realizar as devidas simplificagoes para encontrar as varidveis elétricas desejadas.

Uma sugestao para que o estudante encontre L., de maneira mais facil é:

Passo 1 Identificar todas as indutncias que estdo associadas em série e entdo calcular a induténcia
equivalente a elas;

Passo 2 Identificar todas as indutancias que estdao em paralelo e entdo calcular a indutincia equiva-
lente a elas;

Passo 3 Repetir os passos 1 e 2 até encontrar L.

Exemplo 9.2. Calcule o valor da indutancia equivalente, vista dos terminais a e b, nos circuitos
elétricos mostrados na figura
Solugao:

(a) No circuito da figura vé-se que ha trés indutancias em série e, portanto, o inverso da in-
dutancia equivalente é obtida somando-as. As operacoes matematicas realizadas para solucionar
a questao serao feitas utilizando-se a unidade de induténcia, que é o henry (representado pela
letra H); o estudante deve ficar atento ao fato de que as induténcias foram dadas em mili henry
(mH) e, portanto, é necessario realizar a transformacdo de mili henry para henry. Quando o
estudante tiver mais experiéncia as contas poderao ser feitas diretamente.

A indutancia equivalente do circuito da ﬁgura é encontrada pela soma das indutédncias em
série, como é mostrado seguir:
Leg=10x10"34+15x 1072 +5x 1072
Leg =30 x 107%H
Leg = 30mH

(b) No circuito da ﬁguravé—se que ha quatro indutancias em paralelo e, portanto, a indutancia
equivalente é obtida fazendo-se a soma dos inversos, como indicado na equagao (@.6]) e feito na
sequéncia;:

Leq:2><10—3+4><10—3+6><10—3+8><10—3
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Figura 9.6: Circuitos elétricos relativos ao exemplo

O MMC entre os denominadores é 24 x 1072 ¢ assim tem-se que:

1 1246+4+3
Leg  24x1073

1 25
Leg 24 %1073
24 x 1073
Leq = =55
Leg = 0,96 x 107°H
Leg = 0,96 mH

(¢) No circuito da figura vé-se que as indutdncias estdo associadas em série e em paralelo,
ou seja, hé associacdo mista de indutdncias. Seguindo a dica dada anteriormente, entdo serao
procuradas as induténcias que estao associadas em série e no caso sao as de valores 4 mH e 16 mH,
que podem ser substituidas por uma tnica cujo valor é soma, ou seja, 4 x 1073 4+ 16 x 1073 =
20 x 1073H = 20mH. Assim o circuito fica como mostrado na figura ainda nesta figura
vé-se que sao destacados os dois conjuntos de indutdncias em paralelo. O primeiro conjunto
resultard na induténcia equivalente L4 e o segundo conjunto na indutancia equivalente Lego.

O valor de L4 pode ser obtido empregando a equagao (3.1), ou seja, faz-se a multiplicacdo pela
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soma, como é mostrado a seguir:

[ (2x1073) x (3 x 1073)
“TT (2% 1073) + (3% 1073)

_6x10°°

Let = 557073
Lep =1,2x107%H

Leql = 1, 2mH

Se as induténcias em paralelo sdo iguais, entdo emprega-se a equagdo (@8], ou seja, o valor das
indutancias pela quantidade. Assim tem-se que L¢go vale:

6 x 1073
Leq2 = T
Lepp=2x107%H
Lqu =2mH

O circuito redesenhado depois de feitas as simplificagdes é mostrado na figural9.7(b)| Novamente
h4 apenas indutancias em série e L., é encontrado com a soma:

Leg=1,2x10724+20x 1073 +2x 1073
Leg=23,2x107°H
Leg = 23,2mH

A representacao da induténcia equivalente é mostrada na figura[9.7(c)|

Leq?
Legi 6 mH
2mH 6 mH
6 mH
3mH 20 mH ’616%66\
"I me—
p b

(a)
Legi =1,2mH  20mH  Lege = 2mH eq = 23,2mH

L
b a

S

(b) (c)

Figura 9.7: Circuitos elétricos utilizados para célculo de L,,.
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Videoaula 9.1 (Indutincia e indutor). Para mais detalhes sobre modelagem do efeito
indutivo via indutancias e sobre a construcdo do indutor acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/uM0X5rIVcBo

9.3 Circuito capacitivo

O efeito capacitivo aparece em muitas partes de um circuito elétrico, desde uma linha de transmis-
sao até entre trilhas de uma placa de circuito impresso de computador. Enquanto o efeito resistivo esta
presente independentemente da forma da onda da tensdo, a capacitdncia, assim como a induténcia,
representa efeitos presentes quando as tensoes e correntes elétricas variam no tempo.

Outra definicdo importante é do dispositivo fisico chamado capacitor. Ambos, o elemento de
circuito capacitancia e o dispositivo fisico capacitor, sdo objetos de estudo detalhados na sequéncia do
texto.

9.3.1 Capacitancia e capacitor

O resistor é modelado por um elemento de circuito chamado resisténcia. A representagdo do
indutor em um circuito é feita pelo elemento indutincia. Agora um novo dispositivo é apresentado: o
capacitor e ele ¢ modelado por uma capacitancia, representada pela letra C'.

Um capacitor elementar é construido com duas placas de metal como mostrado na figura e
um material isolante, chamado de dielétrico, entre as placas (nesta figura nao esta ilustrado o dielétrico
para nao dificultar a visualizacdo). Na figura o capacitor é ilustrado em outra posicao e nesta
figura estdo mostradas as duas placas e o material dielétrico entre elas.

Antes de se prosseguir com os estudos sobre capacitores é necessirio conhecer um fendémeno cha-
mado de inducdo de carga que ocorre quando partes polarizadas positivamente sdo aproximadas de
outras nao polarizadas; a figura auxiliard na explicagao.

Quando um objeto A estd polarizado positivamente (quando hé mais préotons que elétrons em
atomos do material) e ele é aproximado de outro, chamaremos de B, ha o surgimento de elétrons nas
proximidades deste ultimo: isto é devido as forgas de atracido entre cargas de polaridades opostas.
Quando este fenomeno acontece diz-se que houve polarizagao devido a indugéo de carga e quanto mais
préximos os objetos A e B estiverem, maior serd a carga negativa induzida em B e, portanto, maior
serd a repulsdo das cargas negativas no objeto A que aumentard ainda mais sua carga positiva. Se
houvesse um caminho, como um fio, haveria fluxo de elétrons de B para A. O fendmeno da inducio
de cargas auxiliard nas explicagoes que seguem.


https://youtu.be/uMOX5rIVcBo
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(a) Capacitor sem material dielétrico. (b) Capacitor com material di-
elétrico.

Figura 9.8: Ilustragoes de um capacitor.

Objeto A Objeto B

++4+++ | | ==
++4+++ | | ===
+++++ | | T
+++++ | | T

Figura 9.9: Inducao de carga.

A ilustracdo para a representacdo do elemento capacitancia em um circuito é mostrada na fi-

gura [9.10(a)l na qual hd também uma fonte de tensdao continua e duas chaves chl e ch2.

Considerando-se inicialmente que a chave chl e ch2 estdo abertas (ver novamente a figura|9.10(a))),

entdo a fonte de tensdo constante nao estd fornecendo poténcia elétrica para nenhum dispositivo. Vocé
deve entender os elementos de circuito mostrados como modelos de dispositivos reais (bateria, capacitor
e resistor). Duas situagdes sdo tratadas a seguir:

1. Se a chave ch2 é mantida aberta e a chave chl é fechada, entdo havera fluxo de elétrons dos

atomos da placa do capacitor para o terminal positivo da fonte de tensdo continua e assim esta
placa estard polarizada positivamente (ver figura : vocé precisa ter em mente que os
prétons estao dentro do niicleo e ndo se deslocam, mas os elétrons estao na eletrosfera e possuem
mobilidade. Lembrando que a corrente deve ser indicada no sentido oposto ao movimento dos
elétrons, entdo havera uma corrente ¢;. Devido a esta polarizacdo positiva na placa havera
presenca de elétrons na outra placa do capacitor com carga no mesmo mddulo, porém com
polaridade negativa, como mostrado na figura O fluxo de elétrons da placa do capacitor
s6 ird finalizar quando a tensdo nos terminais do capacitor Uc for igual a da fonte de tensao
continua (Uc = U). Quando o fluxo de elétrons finalizar e ambas as placas estiverem polarizadas
e o capacitor estiver com a mesma tensao da fonte de tensao, diz-se que o capacitor esta carregado;

. Supondo que a tensdo nos terminais da fonte de tensdo continua é igual a tensdo nos terminais

do capacitor (como mostrado na situagao anterior), entdo a chave chl é aberta e posteriormente
a chave ch2 é fechada, como mostrado na ﬁgura Os elétrons em excesso de uma placa do
capacitor irdo se deslocar através do fio, passando através do resistor, até a outra placa que esta
polarizada positivamente. Toda energia armazenada no capacitor é entao dissipada em forma de
calor pelo resistor. Quando o fluxo de elétrons finalizar e, portanto, ambas as placas do capacitor
nao estiverem mais polarizadas, diz-se que o capacitor estd descarregado. Nesta situagdo, sem
haver polarizacao das placas do capacitor, a tensao nos terminais do capacitor volta a ser nula.

Das situagoes analisadas pode-se notar que s6 hé tensdo nos terminais do capacitor enquanto

as placas estiverem polarizadas e que a corrente s6 flui em um circuito com capacitor, enquanto ha
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chl ch?2 i chl ch2
+ ++4++
U = —_—C §R U—_— —_—C §R
(a) (b)

chl ch?2 .

ia

+ ++4++
U—— —_—C §R

Figura 9.10: circuito para analise do capacitor.

variagdo da tensdo. Na primeira das situacbes tratadas, s6 ha corrente em direcdo ao capacitor,
enquanto ele estd se carregando e a tensao se elevou de zero (Ug = 0) até a tensdo da fonte de tensdo
(Uc = U): neste instante parou de haver corrente. Na segunda situagdo, com o capacitor conectado
somente ao resistor, a corrente foi diminuindo até se anular: no comego a tensdo no capacitor era a
mesma da fonte (Uc = U) e no final era nula (Uc = 0). A quantidade total de carga que pode ser
acumulada por um capacitor depende da sua construcao e é mensurada por um pardmetro chamado
de capacitancia C. A expressdo a seguir relaciona a tensdo nos terminais do capacitor e a quantidade
de carga elétrica:

Q=CU (9.9)

A equacao ([@9]) evidencia que se dois capacitores forem alimentados pela mesma fonte de tenséo
continua, o de maior capacitdncia acumulard mais cargas em suas placas. Se a tensdo for variada,
entdo a quantidade de carga também sera variada na mesma proporcio e pode-se escrever:

AQ = CAU (9.10)

Se a equagao (@.10) for dividida em ambos os lados da igualdade por At, encontra-se:

AQ AU
Y _ == A1
At At (9.11)
Lembrando que i = AQ/At, entdo a equagao (Q.I1]) torna-se:
AU
= C—— 9.12
i=C v (9.12)

Sendo AU = Uy — U; e At = ty — t;; os subscritos f e i sdo usados para indicar os valores final e
inicial, respectivamente.

A equagao ([@I2) evidencia que s6 hé fluxo de elétrons (corrente) entre os terminais do capacitor
se houver variacdo da tensao entre os terminais do dispositivo em questao.

Saliente-se que se o intervalo de tempo em avaliagdo tender a zero, entdo a equagio se tornara:

=02 1
7 Cdt (9.13)
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Para o propésito do presente livro, as conclusoes a serem tiradas da equagao (13) também podem
ser tiradas da equacdo (@I2]). Esta tltima é valida quando a variagdo da tensdo no tempo se da de
forma aproximadamente linear (para um At pequeno geralmente esta aproximagao é valida).

Exemplo 9.3. Calcule a corrente que flui em um capacitor de capacitancia de 100 uF quando sub-
metido a uma variagdo de tensdo de 20V até 100 V em um intervalo de tempo de 40 ms.

Solugao:
Pode-se usar diretamente a expressao (12]), como é feito a seguir:
. AU
it =C——
At

100 — 20
i = (100 x 107%) [ ———
#:= (100 x 107) (40 x 10—3)

i=10"*x 2000
i=(107%) x (2 x 10%)
i=2x10""
i1=0,2A
Foi considerado que a tensdo aumentou linearmente e que a corrente estava, portanto, constante.

Quando a tensdo para de variar, entdo a corrente vai a zero.
O

Como ja dito, o capacitor mais simples é constituido por duas placas de metal condutor e que
dentro delas é posto material eletricamente isolante, que é também chamado de dielétrico. A grandeza
permissividade elétrica e cuja unidade é o farad /metro, ou simplesmente F/m, permite saber o quanto
o material é isolante. Desta maneira, pode-se calcular a capacitancia C' de um capacitor empregando
a expressao:

C = — (9.14)

Sendo:

e A a area do material dielétrico e;

e d a distancia entre as placas.

A anilise da equacao ([O.14]) evidencia que para se construir um capacitor de elevada capacitancia deve-
se utilizar placas grandes (com grande area) e que a distancia entre elas deve ser a menor possivel.
Deve-se também escolher um material com elevada permissividade elétrica, ou seja, com elevado valor
de e. Geralmente é utilizado o valor da permissividade elétrica em relacdo a do vicuo, sendo que esta
vale ¢g = 8,854 x 10712 F /m. Assim o valor de € para um material qualquer é dado pela expressao:

€ = €€y (9.15)

Exemplo 9.4. Um capacitor possui placas cuja area de cada uma vale 0,003 m? e que estdo a uma
distancia de 0,00001 m uma da outra. O material dielétrico utilizado possui permissividade elétrica
relativa de valor igual a seis. Qual é o valor da capacitancia do capacitor?

Solucgao:

Através da equagao (@.I0) encontra-se a permissividade dielétrica do material. Tem-se assim:

€ = €g€p
€= (8,854 x 107'2) x (6)
€=5,3124 x 107" F/m
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Pode-se agora calcular a capacitdncia utilizando a equacao (@.I4]), como feito a seguir:

€A
C=7

(5,3124 x 10711) x (0,003)
(0,0001)
C=1,59%x10"°F
C =1,59nF

O

A figura[@.ITlmostra fotos de dois capacitores comerciais; um deles para circuitos de elevada potén-
cia (ﬁgura e o outro empregado tipicamente em placas de circuito impresso (ﬁgura.Enquanto
o capacitor de poténcia j& oferece em sua embalagem o valor da tensédo eficaz suportavel (no caso, 400
V eficazes), o capacitor para circuito eletrénico diz o valor de pico, pois o valor pode ser senoidal,
continuo ou ter outra forma de onda.

(a) Capacitor de 40 uF para (b) Capacitor de 100 uF
tensao eficaz de até 400 V e para circuitos eletronicos de
frequéncias de 50 ou 60 Hz. tensdo maxima de 16 V.

Figura 9.11: Fotos de capacitores.

9.3.2 Associacao de capacitancias

Pode-se substituir um conjunto de capacitancias conectadas por uma tUnica chamada de capaci-
tancia equivalente. Os procedimentos sdo detalhados a seguir.

Associagao de capacitancias em série

Quando hé vérias capacitancias associadas em série, como as mostradas na ﬁgura pode-se
reduzir todas elas a uma tnica que é chamada de capacitancia equivalente, mostrada na ﬁgura
Assim, a tensdo u(t) nos terminais da capacitancia equivalente é igual & tensdo nos terminais da
associagao e a corrente que atravessa a capacitdncia equivalente i(t) possui o mesmo valor da corrente
que atravessa as capacitancias da associacao.

Diferentemente dos casos de resisténcias e indutincias nas quais a associagao pode ser reduzida
a um tunico elemento pela soma de cada um dos elementos, a associacdo de capacitancias em série é
feita fazendo-se a soma dos inversos:

e R (9.16)
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1 C CB On
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+ I =+ 1 =+ 1 = £ 1 =
. u1(t) up(t)  us(t) un(t) i(t)
i(t)
+ uft) - T
(a) Circuito original. (b) Circuito represen-
tado pela capacitancia
equivalente.

Figura 9.12: Circuitos elétricos para andlise do conceito de capacitancia equivalente.

(1) G

ia(t) Ca

i3(1) e

i) (T Cra
i) i(t)

T .
u(t) T )
(a) Circuito original. (b) Circuito represen-
tado pela capacitancia
equivalente.

Figura 9.13: Circuitos elétricos para analise do conceito de capacitiancia equivalente.

Ha4 dois casos particulares que merecem aten¢do, como descrito a seguir:

1. circuito com apenas duas capacitdncias em série. Neste caso tem-se:

Cl X 02
c,=—= 9.17
O+ Oy ( )
2. circuito com N capacitdncias de mesmo valor C em série. Neste caso tem-se:
C
Ceq = N (918)

Associacao de capacitiancias em paralelo

Quando ha vérias capacitdncias associadas em paralelo, como as mostradas na figura [9.13(a)]
pode-se reduzir todas elas a uma tunica que é chamada de capacitincia equivalente, mostrada na
figura e a tensdo nos terminais desta capacitancia u(t) é igual a tensdo nos terminais da
associagao e a corrente que atravessa a capacitancia equivalente i(t) possui o mesmo valor da corrente
drenada por todas as capacitancias da associacao.
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Para se reduzir uma associagdo de capacitancias em paralelo a uma tnica (a capacitancia equiva-
lente) faz-se:

Ceq201+02+03+“’+0n (9.19)

Associagao mista de capacitincias

Quando ha em um mesmo circuito capacitdncias associadas em série e em paralelo diz-se que héa
associagao mista de capacitancias. Identificadas as formas de ligagoes das capacitdncias (em série ou
em paralelo) deve-se realizar as devidas simplificacoes para encontrar as variaveis elétricas desejadas.

De maneira andloga aos casos de associagdo mista de resisténcias e de indutancias, pode-se encon-
trar a capacitancia equivalente C¢, seguindo os passos a seguir:

Passo 1 Identificar todas as capacitancias que estao associadas em série e entao calcular a capacitan-
cia equivalente a elas;

Passo 2 Identificar todas as capacitdncias que estdo em paralelo e entdo calcular a capacitancia e-
quivalente a elas;

Passo 3 Repetir os passos 1 e 2 até encontrar C,,.

Exemplo 9.5. Calcule a capacitancia equivalente vista dos terminais a e b dos circuitos elétricos
mostrados na figura [@.14]

4mF
4mF
a b
(c)
Figura 9.14: Circuitos elétricos relativos ao exemplo

Solugao:
O circuito mostrado na figura|9.14(a)| possui trés capacitdncias em série e, portanto, deve-se utilizar
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a equagao (@.I6]), como é feito a seguir:

Co O G Gy
1 1 1 1
Coa 5x103 T 10x103  30x 107

1 64+3+1

Ceqg 30 x 1073
110

Cey 30 x 1073

C., = 30 ><110_3

0

Coy=3x107°F

Ceq = 3mF

O circuito mostrado na figura [9.14(b)| possui trés capacitdncias em paralelo e, portanto, deve-se
utilizar a equacao (@.19), como é feito a seguir:

Ceqg=C1+Ca+C3
Cog=2,5x10°4+3x107°4+4,5x1076
Ceg=10x 107°F
Ceg = 10 uF

O circuito mostrado na figura [9.14(c)| possui tanto capacitancias associadas em série quanto em
paralelo, ou seja, ha associacdo mista de capacitancias. Pode-se primeiramente procurar aquelas que

estdo em série, no caso as duas de 6 mF. Quando hé capacitdncias de mesmo valor em série pode-se
empregar a equacao (9.I8]). Assim tem-se:

Observando o circuito da figura [9.14(c)| pode-se notar que as duas capacitdncias de 4 mF estdo em

paralelo e, portanto, pode-se encontrar a capacitancia equivalente delas fazendo-se a soma como pode
ser visto a seguir:

Co=4x103+4x1073
Cy=8x103F
Cy =8mF

A figura @15l mostra um circuito obtido depois destas simplificacdes. Nele hd duas capacitancias
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em série e Cg, ¢ obtida utilizando-se mais uma vez a multiplicacdo pela soma das capacitancias:

_Cl><CQ

‘T O+ Oy
3x 1073 x8x 1073
0T 35103+ 8 x 103

_24x 1076
“ 11 x 103
24
Ceq = 77 % 107 3
Coyg=2,18 x 1073 F
Ceq = 2,18 mF

Figura 9.15: circuito utilizado na solucao do exemplo [9.5l

Muitas vezes o estudante pensa em realizar a substituicdo de varias capacitancias por uma tnica,
mas na pratica é muito comum que estes conceitos sejam utilizados de forma inversa. Apés dimensionar-
se um capacitor, nem sempre encontra-se componente comercial com capacitdncia igual ou mesmo
préxima ao valor calculado. Qual é a solugdo? Realizar a associacdo de capacitores, de maneira que

este conjunto resulte num valor de capacitdncia pelo menos muito préximo do valor calculado no
projeto.
O

Videoaula 9.2 (Capacitancia e capacitor). Para mais detalhes sobre modelagem do efeito
capacitivo via capacitancias e sobre a construcdo do capacitor acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/94JXP0zUqg4A

=5 |

’.t_’"!- X

{ ool

s dl
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9.4 Resumo de capitulo

Dois elementos de circuitos novos foram apresentados no presente capitulo: a capacitdncia e a
indutancia. Eles representam os efeitos capacitivo e indutivo, respectivamente. Os dispositivos especi-
ficos que sdo construidos quando se deseja empregar estes efeitos sdo: o capacitor e o indutor. Outros
detalhes apresentados no presente capitulo sdo apresentados resumidamente a seguir:

e O efeito indutivo sé ocorre quando o circuito estad submetido a uma corrente de valor varidvel;

O efeito capacitivo s6 ocorre quando o circuito estd submetido a uma tensido de valor varidvel;

e O efeito indutivo se da devido a inducao de tensdo quando ha campo magnético de valor variavel
concatenando os fios. Muitas vezes o efeito indutivo é indesejavel, porém muitas outras vezes se
utiliza o indutor em um circuito propositalmente;

e As indutincias podem ser associadas em série ou em paralelo. A indutincia equivalente é
calculada da mesma maneira que no caso das resisténcias, somando-as quando estdo em série ou
fazendo o inverso da soma dos inversos quando estdo em paralelo;

e O efeito capacitivo se da nos capacitores quando ha variagdo de carga nas suas placas devido a
uma tensao varidvel;

e As capacitdncias podem ser associadas em série ou em paralelo. A capacitdncia equivalente é
calculada, quando estdo em série, encontrando-se o inverso da soma dos inversos das capacitancias
individuais e, quando estao em paralelo, calculando-se a soma das capacitancias individuais.

Problemas propostos

Problema 9.1. Sio feitos varios experimentos com um indutor, cuja induténcia é de 30 uH. Calcule
a magnitude da tensdo nos terminais do indutor durante o tempo que ocorre os experimentos descritos
a seguir:

(a) No primeiro experimento fez-se a corrente do indutor aumentar de 0 A até 20 A em um intervalo
de tempo de 20 us;

(b) No segundo experimento fez-se a corrente do indutor diminuir de 20 A até 0 A em um intervalo
de tempo de 20 us;

(¢) O que pode-se dizer em relacdo aos sinais dos valores das tensdes induzidas calculadas nos itens
anteriores?

Problema 9.2. Calcule a magnitude da corrente num circuito que possui uma fonte de tensao conec-
tada a um capacitor de 10 uF. Considere as seguintes situacoes:

(a) Se a fonte de tensdo conectada ao capacitor fornece uma tensao constante;

(b) Se a fonte de tensdo conectada ao capacitor tem a tensdo aumentada de 0V até 100V em um
intervalo de tempo de 20 us;

(c) Se a fonte de tensdo conectada ao capacitor tem a tensdo aumentada de 100V até 0V em um
intervalo de tempo de 20 us;

Problema 9.3. Calcule o valor da induténcia vista a partir dos terminais a e b dos circuitos elétricos
mostrados na figura [0.16]

Problema 9.4. Calcule o valor da capacitancia vista a partir dos terminais a e b dos circuitos elétricos
mostrados na figura [0.17]
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Figura 9.16: Circuitos elétricos relativos ao problema [9.3l

30 uF°

10 uF

a
(a)
40 mF

30mF
40 m 50 mF b
50m
a S0 mF 30m W
10m
80 mF

10 mF

(c)

5 uF b
gl 8 1.5 mF 4mF 1mE</)
10 4uF " *\\\\,# }~\\ﬁ
b 5
(b)

3,5mF

mF

90 mF

90mF 30mF
a b
90 mF 20mF

Figura 9.17: Circuitos elétricos relativos ao problema [9.4l



Capitulo 10

Circuitos basicos com impedancias

10.1 Introducao

Neste capitulo é mostrado como determinar grandezas elétricas em circuitos elétricos cuja fonte de
alimentagao (de tensdo ou de corrente) é alternada senoidal/cossenoidal. A maneira usual de resolver
problemas deste tipo de circuito é empregando a representagdo de fungoes senoidais/cossenoidais por
fasores complexos, pois isto facilita os calculos. Da divisdo entre os fasores tensdo e corrente surge o
conceito de impedancia, que também é um ntimero complexo. Para entendimento do presente capitulo,
¢ mandatério que o estudante tenha dominado os conceitos apresentados no capitulo Bt este tratou de
fungoes senoidais/cossenoidais e niimeros complexos.

10.2 Valor eficaz de um sinal alternado senoidal

Foi visto nos capitulos iniciais do presente livro que uma tensdo continua cria uma corrente continua
circulante por um resistor e este dissipa a energia em forma de calor; esta situagdo pode ser descrita
em uma ilustragdo de um circuito mostrada na figura [10.1(a)l Porém, grande parte das fontes de
tensao é senoidal e, caso se tenha um equipamento que foi projetado para operar com tensao continua,
pode ser necessario responder esta questao: que valor de tensdo senoidal deve ser aplicado para que o
dispositivo funcione com a mesma poténcia e, portanto, exerca o mesmo trabalho para que foi projetado
em tensdo continua? Esta secdo é dedicada a fornecer uma resposta a esta pergunta e discute uma
relagdo entre os valores das tensdes continua e senoidal quando se deseja manter a poténcia média
fornecida/consumida por um dispositivo. A ﬁgura modela o mesmo resistor (representado pela
resisténcia R), porém agora ele é alimentado por uma fonte de tensdo alternada.

Foi mostrado no capitulo 8 que tratou dos conceitos mateméticos para a analise de circuitos com
tensoes e correntes alternadas, que sinais alternados cossenoidais de tensdo ou corrente sao represen-
tados da seguinte forma:

u(t) = Up cos(wt + 0,,)
i(t) = Ip cos(wt + 6;)
Sendo:
o Up e Ip os valores maximos (de pico) para as cossenoides de tensao e corrente, respectivamente;
e w a frequéncia angular das cossenoides de tensao e corrente;
e 0, e 0; os argumentos das cossenoides de tensao e corrente, respectivamente.

Focando a andlise na comparacao entre os circuitos da figura [[0.I, o resistor, modelado pela
resisténcia R, dissipard uma poténcia instantinea igual a p(t) = Ri(t)2 no circuito CA e P = RI Sf no
circuito CC.

184
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(a) Circuito CC com uma resisténcia. (b) Circuito CA com uma resisténcia.

Figura 10.1: Circuitos CC e CA para andlise do valor eficaz.

A poténcia p(t) ndo possui valor constante, ja que a corrente é senoidal e, portanto, o valor de i(t)2

também néo sera constante. Porém, em um intervalo de tempo At, a energia dissipada pelo resistor é
a mesma se ele for alimentado por qualquer uma das fontes, continua ou senoidal, desde que as tensoes
das fontes se relacionem da seguinte forma: U.y = Up/ V2, ou seja, se a tensdo continua tiver o valor
da tensdo de pico da cossenoide dividida por raiz de dois. Se a energia dissipada em forma de calor
em um mesmo intervalo de tempo é a mesma, entdo pode-se dizer que a poténcia média dissipada
pelo resistor quando alimentado por qualquer uma das fontes também é a mesma. Isto quer dizer
que pode-se utilizar o mesmo resistor para dissipar a mesma poténcia média se a relacao V2 entre as
tensoes descritas for respeitada.

Geralmente, os valores dos equipamentos projetados para operar com tensio e corrente senoidais
sdo dados com valores eficazes e ndo com seus valores de pico. Na rede elétrica residencial a tensdo tem
frequéncia de 60 Hz e magnitude de 127V ou 220 V eﬁcaze. Para representar uma onda senoidal, foi
mostrado que pode-se empregar o seu valor de pico e a fase, na representagdo polar. Porém, quando se
utiliza a representagdo fasorial (daqui a pouco este conceito serd explicado) emprega-se o valor eficaz.
Assim tem-se que Ucy e Iy sao chamados de tensdo eficaz e corrente eficaz, respectivamente. Para
sinais alternados senoidais, a tensao e corrente eficazes assumem os seguintes valores:

Upp =
(10.1)
L=

SIS

Sendo assim, os sinais alternados senoidais de tensao e corrente podem ser reescritos da seguinte
formas:

{ u(t) = UepV/2 cos(wt + 6,,) (10.2)

i(t) = ef\/§ cos(wt + 6;)

O uso dos valores eficazes na representacdo de ondas de tensdo e corrente por fasores é tdo comum
que com o andamento dos estudos ndo serd nem necessario dizer que os valores dados sao eficazes,
pois isto deve ser ja considerado pelo estudante.

Exemplo 10.1. Determine os valores eficazes para os sinais senoidais abaixo.
(a) u(t) = 180sen(377t — 45°)V
(b) u(t) = 311cos(500¢t — 30°) V

(c) i(t) = 12sen(377t) A

Iyy4 . . ~ .
H4 outros valores possivels, mas estes dois sdo 0s mais comuns
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(d) i(t) = 100 cos(500t — 50°) A

Solugao:
Basta utilizar as relagoes dadas na equagao (I0.T]).

1
(a) Uef:%:%:mz%v
Up 311
(b) Uefzézﬁ:mwlv
Ip 12
Lp=-2 =2 =8 49A
(c) ! 2 V2

I 10020714

(d) lef = % V2

Note que se estas tensoes e correntes senoidais fossem substituidas por fontes de tensdo ou de
corrente continuas com os valores eficazes calculados, haveria a mesma dissipacdo de poténcia média
num resistor. Assim, para o caso (a), por exemplo, pode-se usar uma fonte alternada de 180 sen (377t —
45°) V ou uma fonte continua de 127,28 V para se obter o mesmo calor dissipado (no mesmo resistor,
obviamente). Esta é a interpretagdo do valor eficaz: uma equivaléncia entre circuitos CC e CA.

a

Exemplo 10.2. Qual é o valor de pico de uma tensao senoidal que quando conectada aos terminais
de um resistor R = 2 Q) faz com que o mesmo dissipe uma poténcia de 50 W?

Solugao:
Sendo:
2
po e
R
U2
50 = Zef
2

Sendo assim:

Up = U, V2 = 10V2 = 14,142V

Uma fonte de tensdo alternada de valor de pico de 14,142V ou uma fonte de tensdo continua de
10V fardo com que a poténcia consumida pelo dispositivo modelado pela resisténcia de 2 €2 seja 50 W.

a



Capitulo 10. Circuitos basicos com impedancias 187

Videoaula 10.1 (Valor eficaz de grandezas senoidais/cossenoidais). Para mais informa-
¢oes sobre o conceito de valor eficaz e seu uso com a forma de onda senoidal/cossenoidal
acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/luNsv2gmeyk

10.3 Representacao fasorial de grandezas senoidais

Fasor complero ou simplesmente fasor é uma maneira alternativa de se representar grandezas
senoidais/cossenoidais. O maior beneficio da notacao fasorial é a simplicidade nos procedimento
para os célculos envolvendo as quatro operagoes basicas quando varidveis com comportamento senoi-
dal/cossenoidal estao envolvidas.

Qualquer sinal senoidal/cossenoidal pode ser representado por meio de um fasor, o qual contém
as informacgoes sobre o valor eficaz e o argumento. O argumento, quando se trata dos estudos de
eletricidade é chamado de angulo de fase, dngulo do fasor ou simplesmente fase.

As representagoes fasoriais para sinais alternados cossenoidais de tensao e corrente sio:

{ 15(15:) :Ue(;'z\/icos(wt +6.) (10.3)
{ ZI_(IZ Zfeﬁ];ﬁCOS(Wt +6;) (10.4)

O exemplo a seguir evidencia como se realiza a representagao fasorial de uma grandeza cossenoidal.

Exemplo 10.3. Determine os fasores equivalentes para os sinais senoidais abaixo.
(a) u(t) =180cos(377t + 45°)V
(b) wu(t) = 311 cos(500t + 30°) V
(c) i(t) = 12cos(377t) A
(d) i(t) = 100 cos(500t — 50°) A

Solugao:
Utilizando as expressoes (I0.3)) e (I0.4]), encontra-se os respectivos fasores.


https://youtu.be/lwNsv2qmeyk
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) U =Uepfu = (180/V2) A5° = 127,28 45° V
(b) U = Uesfu = (311/V2) 80° = 219,91 80° V
(c) I =TI P = (12/V2)0° =8,490° A
d) T =148 = (100/v2)/~50° = 70,71/~50° A

a

Videoaula 10.2 (Como representar formas de onda cossenoidais como fasores). Para
mais informacoes sobre como representar sinais no tempo cujo comportamento possa ser
modelado por uma onda cossenoidal em um fasor e vice-versa acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/bLI5samlpVI

Ofy:A
1"'

10.4 Relacoes fasoriais para os elementos de circuitos: resisténcia, indu-
tancia e capacitancia

10.4.1 Resisténcia

J4 foi tratado neste livro como deve-se calcular grandezas elétricas quando ha resisténcias em um
circuito alimentado por fontes de tensdo/corrente continuas. A partir de agora é necessério dominar os
conceitos relacionados as resisténcias, quando este elemento faz parte de um circuito cuja alimentacao é
composta por fontes de tensdo/corrente alternadas. No caso mais simples (mostrado na ﬁgura,
tem-se uma resisténcia, a d.d.p. em seus terminais e a corrente que a atravessa.

(a) Circuito elétrico (b) Diagrama fasorial.
de uma resisténcia.

Figura 10.2: Andilise de um circuito composto por uma unica resisténcia elétrica.


https://youtu.be/bLJ5sam1pVI
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O estudante deve ficar atento a notacao da d.d.p. e da corrente, pois, como sdo grandezas elétricas
representadas por fasores complexos (que sdo nimeros complexos), sdo indicadas por um trago acima
da varidvel (U e I, representam os fasores tensdo e corrente, respectivamente). No caso de serem
conhecidos apenas os valores destes dois fasores e desejar-se calcular o valor da resisténcia, deve-se
entdo calcular R com a expressao da lei de Ohm considerando uma relagdo entre fasores:

R= (10.5)

’\n| i

Saliente-se que a d.d.p. nos terminais da resisténcia (U) e a corrente que a atravessa (I) estdo em
fase, o que é representado pelo diagrama fasorial da figura [10.2(b)| e permite escrever, portanto, que
Hu = (92 e:
¢ = au - 61
o=0°
Sendo que ¢ representa o angulo de atraso da corrente em relagdo a tensao, que neste caso é nulo, ja que

estao em fase. Uma observagao adicional: quando o efeito indutivo foi apresentado (ver segao [0.2.1]),
¢ representava o fluxo magnético, mas é habitual usar um mesmo simbolo ou letra para representar

(10.6)

grandezas distintas em temas distintos, entdo nao faca confusao.

O estudante deve lembrar que a unidade da resisténcia é o €2, que é a unidade obtida pela divisdo
de uma tensdo por uma corrente.

A resisténcia modela a transformacao de poténcia elétrica noutro tipo, ndo somente elétrica, ainda
que seja esta a aplicagdo usual nos cursos introdutorios de eletricidade. Portanto, deve-se ter em
mente que se uma tensdo e corrente estdo em fase nos terminais de um equipamento elétrico, este
pode ser tratado como um dispositivo puramente resistivo e toda poténcia elétrica a ele fornecida sera
transformada noutro tipo: mecénica, térmica, quimica etc.

10.4.2 Indutancia e reatancia indutivas

Em um circuito puramente indutivo, como o mostrado na figura [10.3(a), sdo identificados o fasor
tensdao U nos terminais da indutancia, o fasor corrente I que a atravessa e uma representacao do efeito
indutivo, chamada de reatancia indutiva Xy, que é utilizada no circuito na forma complexa jX7,
sendo que j é a unidade imaginaria.

Ou
JXL
I
+ U I
(a) Circuito elétrico de (b) Diagrama fasorial.
uma reatdncia indu-
tiva.

Figura 10.3: Analise de um circuito composto por uma unica reatincia indutiva.

A reaténcia indutiva é sempre positiva (X7, > 0). Conforme o estudante perceberd no decorrer
dos seus estudos, é muito mais comum os livros e profissionais modelarem o efeito indutivo por uma
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reatancia indutiva do que por uma indutincia. A divisdo do fasor tensdo pelo fasor corrente resulta
em:

(10.7)

Saliente-se que o fasor tensao estd adiantado em 90° em relagdo ao fasor corrente o nimero ima-
gindrio j surge exatamente para evidenciar isto, pois j = 190 o. Obviamente pode-se dizer também
que o fasor corrente que atravessa a reatancia indutiva estd 90° atrasado em relacdo a d.d.p. em seus
terminais, como indicado no diagrama fasorial da figura e explicitado matematicamente por:

¢:9u_9i

4= 00° (10.8)

Como ¢ indica o angulo de atraso da corrente em relagdo a tensao, entao ele é positivo nas cargas
indutivas. Pode-se calcular o valor de X; como mostrado a seguir:

X =wL (10.9)

Sendo w = 27 f (f é a frequéncia da tensdo aplicada nos terminais da reaténcia indutiva) e L é o
valor da indutancia. A unidade da reatancia indutiva também é o ohm, representado por €2, pois é
derivada da divisdo de uma tensdao por uma corrente. O estudante ndo deve confundir as unidades
de induténcia, que é o henry (H), e da reatancia indutiva, que é o ohm (€2). Enquanto a induténcia
pode representar o efeito indutivo sob qualquer situacdo, a reatancia indutiva representa este efeito
somente quando tensbes e correntes senoidais estao presentes nos circuitos elétricos.

A andlise da equacao (I1L9) evidencia que a reatdncia indutiva é proporcional & frequéncia angular
w, que também é proporcional & frequéncia f. Desta maneira, se a frequéncia da fonte de alimentacao
do circuito ¢é elevada, entdo a reatdncia indutiva sera elevada, aumentando a dificuldade de passagem
de corrente devido ao efeito indutivo. No caso da frequéncia ser nula (fonte de tensdo continua), entao
a reatancia vale zero, isto quer dizer que o efeito indutivo é nulo, o que pode ser interpretado como
um curto-circuito.

10.4.3 Capacitancia/Reatéancia capacitiva

Em um circuito puramente capacitivo como o mostrado na figura sdo identificados o fasor
tensao nos terminais da capacitancia U, o fasor corrente que a atravessa I e uma representagdo do
efeito capacitivo —jX¢, sendo que —j indica o oposto do nimero imaginario e X¢ é a reatancia
capacitiva, que é sempre positiva (X > 0). Conforme o estudante perceberd no decorrer dos seus
estudos, é muito mais comum os livros e profissionais modelarem o efeito capacitivo por uma reatancia
capacitiva do que por uma capacitancia. O valor da reatancia capacitiva é calculado por:

’\4|| C

—jXo = (10.10)

—jXc
|
7 !
T U
(a) Circuito elétrico (b) Diagrama fasorial.

de uma reatancia ca-
pacitiva.

Figura 10.4: Analise de um circuito composto por uma tnica reatincia capacitiva.
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Saliente-se que o fasor corrente que atravessa a reatancia capacitiva estd 90° adiantado em relacao

a d.d.p. em seus terminais, como indicado no diagrama fasorial da figura [10.4(b)l Pode-se escrever,
portanto, que:

b=0,—0,

b= - 00° (10.11)

Lembrando que ¢ representa o angulo de atraso da corrente em relacdo a tensdo e, portanto,
quando a corrente estd adiantada espera-se que o angulo de atraso seja um ntmero negativo. O valor
de X¢ é:

X L 10.12

c=5 (10.12)
Sendo w = 27 f (f é a frequéncia da tensdo nos terminais da reatdncia indutiva) e C' é o valor da
capacitdncia. A unidade da reatancia capacitiva também é o ohm, representado por €2, j4 que hd uma
divisao entre tensao e corrente. O estudante ndo deve confundir as unidades de capacitancia, que é o
farad (F), e da reatdncia capacitiva, que é o ohm (Q2). Enquanto a capacitdncia pode representar o
efeito capacitivo sob qualquer situacdo, a reatdncia capacitiva representa este efeito somente quando
tensbes e correntes senoidais estao presentes nos circuitos elétricos.

A anélise da equagdao (I0.12)) evidencia que a reaténcia capacitiva é inversamente proporcional &
frequéncia angular w, que é proporcional a frequéncia f. Desta maneira, se a frequéncia da fonte de
alimentacdo do circuito é baixa, entdo a reatancia capacitiva serd elevada, aumentando a dificuldade
de passagem de corrente devido ao efeito capacitivo. No caso extremo da frequéncia ser zero (fonte de
tensdo continua), entdo a reatancia tera teoricamente um valor infinito e nenhuma corrente circulara.

Neste caso a reatancia capacitiva pode ser representada por um circuito aberto.

Exemplo 10.4. Indutores e capacitores possuem os valores de indutincia e capacitdncia dados a
seguir. Calcule os valores de suas reatancias quando eles sdo submetidos a sinais com frequéncia de
60 Hz.

(a) C =5mF
(b) L=2H
(c) C=3uF
(d) L =6mH
Solugao:
(a) X = — ! =0,53 Q

2 fC  2x 7 x 60 x5 x 10-3
(b) X, =2rfL=2x7 x60x 2="753,98 Q

1 1

= = = 884,19 Q
2nfC 2x 7T x60x3x 106 ’

(d) X =27fL=2x7x60x6x10"2=2,260Q

d

Exemplo 10.5. Determine quais os valores de induténcia e capacitincia que quando submetidas a
sinais alternados de frequéncia 60 Hz, apresentam as reatancias abaixo.

(a) XC:1,2 Q

(b) X1 =325Q
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(c) Xc =232Q

(d) X, =2,15Q

Solugao:

(a) X L ¢ ! ! 0,00221 = 2,21 x 1073 = 2,21 mF
a = — = = = = = m
C T aorfC mfXe 2xmx60x1,2 ’ :

X 325
b) X, =2rfL=L= = - H
(b) Xe mfL= 2rf 2 x 7w x60 0,86
1 1 1
() Xo= e 7= X, “axaxooxza e
X 2,15
(d) X, =2rfL=L=_F i = 5,7mH

27rf:2><7r><60

a

Videoaula 10.3 (Reatancias indutiva e capacitiva). Para mais informagdes sobre a defi-
nicdo de reatancias indutiva e capacitiva acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/XX8RA6SI1BM

[m] %

:_ P f

q .

10.4.4 Impedancia complexa

O termo impeddncia complexa ou simplemente impeddncia é utilizado para representar o elemento
de circuito que surge da relacdo entre a tensdo e corrente quando os efeitos resistivo, indutivo e capa-
citivo podem estar presentes simultaneamente. Por exemplo, uma linha de transmissao de poténcia
possui efeito resistivo, pois os condutores nao sao ideais, indutivo, pois hé tensoes induzidas nos con-
dutores por causa do campo magnético criado pelas correntes circulantes nos condutores préximos, e
capactivo, pois entre os condutores e a Terra (o planeta Terra mesmo) hé criacdo de cargas induzidas.
Obviamente tem-se casos nos quais os efeitos surgem dois a dois: numa linha curta de distribui-
¢ao geralmente sdo intensos os efeitos resistivo e indutivo, sendo o capacitivo geralmente desprezado.
Equipamentos podem ter caracteristicas resistiva e capacitiva também, sem apresentar efeito indutivo
proeminente. Entdo a impedéancia tem como utilidade modelar os efeitos resistivo, indutivo e capaci-
tivo de forma combinada num tnico elemento. Obviamente uma carga puramente resistiva também
¢ uma impedéancia, mas é mais adequado referir-se a ela como uma resisténcia, pois somente um dos
trés efeitos estard presente. O mesmo pode-se dizer quando hd somente o efeito indutivo (melhor


https://youtu.be/XX8Rd6SI1BM
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R JXL —jXc
— | |
L W |

(a) (b)

Figura 10.5: Impedancia complexa.

representar pela reatancia indutiva) e capacitivo (melhor representar pela reatncia capacitiva). Mais
uma vez é necessario ter em mente que impedancia é um conceito valido somente para circuitos CA.

O simbolo utilizado para indicar uma impedéancia nos circuitos é o retangulo e nas equagoes é a letra
Z: ver figura Nas edi¢oes anteriores deste livro a impedancia, que é um niimero complexo,
era representada com uma barra acima da letra Z, o que estd também de acordo com a nossa notacao
para ntmero complexo. Porém, para deixar ainda mais claro que hé fasores complexos (que sdo
representagdes no plano complexo que correspondem no dominio do tempo a ondas cossenoidais) e ha
impedancias, que ndo tém correspondente no dominio do tempo, pois é apenas a divisdo entre dois
nimeros complexos, entao a partir da presente edicdo o negrito Z serd utilizado para a representacao
da impedancia e Z representard o seu mdédulo. Se vocé quiser usar a barra acima (Z ) para indicar a
impedancia também esta certo. Esta ultima representacao é até mais facil de ser feita num caderno
do que a marcacao de negrito.

O retangulo, ver novamente a figura , representa a soma dos efeitos de resisténcias e rea-
tdncias (indutiva e/ou capacitiva). Por exemplo, no caso da impedéncia representar a associagdo em
série destes elementos pode-se também detalhar os efeitos desenhando os elementos separadamente,
como feito na figura[10.5(b)|

O valor de uma impedéncia é:

Z = (10.13)

’\u| (i

Como a divisio mostrada na equacao (I0.I3) é feita entre os fasores tensdo U nos terminais da
impedéncia e o fasor corrente I que a atravessa, entdo o valor da impedancia ¢ um nimero complexo
que pode ser representado na forma polar (médulo e dngulo) ou retangular (partes real e imaginéria).
A unidade da impedéancia é o €2, pois ela provem da divisdo entre os fasores tensao e corrente.

Quando a impedéancia é representada na forma polar, pode-se ter trés possibilidades para o valor
do angulo da impedéancia, como descritos a seguir:

Impedancia puramente resistiva E equivalente a dizer que a impedancia possui apenas o efeito
resistivo, ou seja, Z = R. Isto pode acontecer em duas situagoes: a primeira é quando hé apenas
o efeito resistivo no circuito e a segunda é quando ha no mesmo circuito os efeitos resistivo,
indutivo e capacitivo, mas estes dois ultimos anulam o efeito um do outro (X; = X¢). O
diagrama fasorial deve ter a tensdo nos terminais da impedancia e corrente que a atravessa em

fase, como mostrado na figura [10.2(b)|

Impedéancia indutiva Neste caso os efeito preponderantes sdo os resistivo e o indutivo e, portanto, a
corrente esta atrasada em relacdo a tensao, como mostrado no diagrama fasorial da ﬁgura
Note-se que quando o efeito é puramente indutivo o angulo de atraso da corrente é de 90°,
enquanto que no caso do efeito ser resistivo e indutivo o &ngulo é menor que 90° e maior que 0°;

Impedancia capacitiva Neste caso os efeitos resistivo e capacitivo preponderam e, portanto, a cor-
rente estd adiantada em relacdo a tensdo, como mostrado no diagrama fasorial da ﬁgura
Se o efeito fosse puramente capacitivo, entao a corrente estaria adiantada em 90°, porém, quando
os efeitos resistivo e capacitivo preponderam o angulo de adiantamento da corrente em relacao
a tensao é maior que 0° e menor que 90°. Se o dngulo ¢ representa o atraso, entdo conclui-se
que é negativo (¢ < 0) para cargas capacitivas (exercite para que este conceito seja aprendido e
fixado).
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U
I
_ ¢ U
1 >
(a) Impedancia indutiva. Cor- (b) Impedancia capacitiva. Corrente
rente atrasada em relagdo a ten- adiantada em relagdo a tenséo.

sao.

Figura 10.6: Diagramas fasoriais para impedancias indutivas e capacitivas.

Em um circuito é comum ter-se a associacdo de resisténcias com capacitdncias ou indutancias.
Quando a associagdo possui apenas resisténcias e reatancias capacitivas, dizemos que a impedéancia
total possui um comportamento capacitivo. Caso a associacdo possua apenas resisténcias e reatancias
indutivas, diz-se que a impedancia total possui um comportamento indutivo. A expressdo a seguir
permite definir a impedincia matematicamente:

Z=R+jX (10.14)

Na equacao (I0.I4]) o £ ¢é lido como mais ou menos e estd presente para frisar que a impedancia
pode ter efeito indutivo (4) ou capacitivo (—).

A impedéancia é um nimero complexo e, portanto, pode ser representado na forma polar, com
modulo e dngulo, o que é feito a seguir:

Z =78y (10.15)

Neste caso se 0z > 0, entdo a impedancia é indutiva enquanto se 8z < 0, entdo a impedéancia é
capacitiva.

Caso no circuito existam as presencas de resisténcias e reatancias capacitivas e indutivas, precisa-se
determinar a impedancia equivalente para saber se ela tera um comportamento capacitivo ou indutivo.
Isto ficard mais claro na secao [I0.4.5] na qual é esclarecida como se realiza as associagoes série, paralelo
e mista de impedancias.

Videoaula 10.4 (Impedancia complexa). Para mais informagdes sobre a definigio de
impedancia complexa acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/WP1k9sGB6nM
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10.4.5 Associacao de impedancias

Assim como as resisténcias, as impedancias representam uma dificuldade que é imposta para
o fluxo da corrente, porém o termo impedancia tem sentido somente no caso da alimentacio ser
em tensdo/corrente alternada. Para suas associagbes, valem as mesmas regras das associagoes de
resisténcias, mas nao se deve esquecer que as impedancias sdo niimeros complexos.

Associagao série

Considerando inicialmente um caso particular, mostrado no circuito da figura [10.7(a)

Z, Z, Z3 Zeg
T A
U, U, Us I

~|

(~O) (~O)
+\/\;/J— +Q/_/—
U

U
(a) (b)

Figura 10.7: Associagao de impedéancias em série.

Neste caso, de maneira andloga a associacao de resisténcias, tem-se que:
« A impedancia equivalente ¢ dada pela soma das trés impedancias (Z., = Z1 + Za + Z3);

e A tensdo da fonte_é igual a soma das d.d.p. das impedéancias (note que deve ser feita a soma
fasorial), ou seja, U = Uy + Uy + Us;

o A corrente I que atravessa todas as impedancias é a mesma (lembre-se que ela possui médulo e
angulo, pois é uma grandeza fasorial).

Para n impedancias (Z1,Zs, - -+ ,Z,) associadas em série, a impedancia equivalente da associacio,
Z.q, ¢ dada por:
Leg=21+2>+---+7, (10.16)

As tensbes possuem a seguinte relagao:

U=Ur+Uz+--+U,
As correntes elétricas sio: o B B
I=L=0L=---=1,

Na figura [[0.8] tem-se um circuito RLC' série. Neste tipo de circuito ha associa¢do em série de uma
resisténcia R, uma capacitdncia C' e uma indutancia L conectadas a uma fonte de tensdo alternada
senoidal de frequéncia f. Nesta associacdo, tem-se que a impedancia equivalente é dada por:

Zeg =R+ (—jXc)+ (G XL)
Lembrando que:

1
- 2rfC

Xo e Xp=2rfL
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JXL —jXc

R
AN ——— |

~i

(~O)
{O-
U

Figura 10.8: Circuito RLC série.

Exemplo 10.6. Determine a impedéancia equivalente de um circuito RLC' série, cuja frequéncia da
fonte é de 60 Hz e que possui pardmetros com os seguintes valores: R=5€, C = 1mF e L = 20mH.
Solugao:
Num circuito RLC' série tem-se que:

Lembrando que:

2rfC 2x 7 x60x(1x10-3) 7

Xp=2rfL=2x7x60x(20x107%) =7,54 Q

Ziey = 5+ (—j2,65) + j7,54 = 5+ j4,89 Q = 6,99 /44, 36°

Associagao paralelo

Pode-se iniciar considerando o caso particular mostrado na figura [10.9(a)}

N e S
+ — —
Uy
Iy Zy
+ :7 —
Us

+
|
~i

()
O
U

(a) (b)

Figura 10.9: Associacdo de impedéncias em paralelo.
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Realizando procedimentos de maneira andloga a associacdo em paralelo de resisténcias, tem-se que:

e O inverso da impedancia equivalente é dado pela soma dos inversos das impedancias, ou seja,
1/Zeq = 1/Z1 + 1/Z2 + 1/Z3;

« A tensio da fonte de tensio é a mesma das impedancias em paralelo (U = Uy = Us = Us);
o A corrente I divide-se entre as trés impedéncias, ou seja, I = I} + Iy + I3.

Para n impedancias (Z1,Zs,--- ,Z,) associadas em paralelo (Zy//Zs//---//Zy), a impedancia
equivalente da associacdo, Z,, ¢ dada por:

1 1 1 1
=+t 0+t 10.17
Zeq Zl Z2 Zn ( )
A relacdo entre as tensoes é: - B B
U=U,=U=---=0U,

A relacdo entre as correntes elétricas é:

I=L+L+-+1,

H4a dois casos particulares na associacdo de impedancias em paralelo que sdo merecedores de
destaque, sao eles:

1. Associacdo de apenas duas impedancias (Z; e Z3) em paralelo. Neste caso Z., ¢ dada por:

_Zl><ZQ

7 2142
7y + 2o

(10.18)

2. Associacao em paralelo de NV impedancias idénticas de valor Z. Neste caso Z., ¢ dada por:

Loy = (10.19)

Na figura [0.10] hd um circuito RLC paralelo. Neste tipo de circuito tem-se a associagdo em
paralelo de uma resisténcia R, uma capacitdncia C' e uma indutincia L conectadas a uma fonte de
tensao alternada senoidal de frequéncia f. Nesta associacdo, a impedéancia equivalente é dada por:

1 1 1 1

==+ - + =
Zeg R (—JXC) JXL

Lembrando que:

1
X =
“ T orfC

O exemplo a seguir utiliza os conceitos previamente tratados.

e Xp=2nfL

Exemplo 10.7. Determine a impedancia equivalente de um circuito RLC paralelo cuja frequéncia da
fonte é de 60 Hz. Os valores dos parametros sdo: R =5€, C = 30mF e L = 20mH.

Solugao:

Num circuito RLC paralelo tem-se que:

Lembrando que:



198 Circuitos Elétricos e Eletrotécnica - Fundamentos e AplicacSes

—JjXc

+ — —

Figura 10.10: Circuito RLC paralelo.

1 1

X = =
CT2rfC T 2x 7 x 60 x (30 x 10-3)

= 2,65 Q

X =2rnfL=2x7 x60x (20 x1073) =7,54 Q

1_1+1+1_1+1+1_1+1+1
Z,, R (—jX¢) jXr. 5 —3j2,65 47,54 5  2,65/~90°  7,5400°

7 = 0.2+ 0,3800° +0,13/-90° = 0,2 +j0,38 + (—j0, 13) = 0,2 + j0, 25
€q

) 1 1
= 0,24 0,25 = Zy =

= =3,13/-51,34° Q
Ze, 0,2+ 40,25  0,32551,34° /51,34

Sendo assim:

Zioq = 3,13/=51,34° Q = 1,96 — j2,44Q

Associagao mista

Para circuitos mistos, com impedancias associadas em série e paralelo, pode-se fazer a reducao do
circuito através do cédlculo da impedancia equivalente. Primeiro calcula-se a impedéncia equivalente
daquelas que estiverem associadas em série e depois a impedéancia equivalente daquelas que estiverem

em paralelo. O procedimento é repetido até que se consiga determinar a impedéancia equivalente tnica
de todo o circuito.

Exemplo 10.8. Na figura I0.I1] tem-se um circuito misto que contém impedancias em série e em
paralelo. Determine a impedancia equivalente para este circuito.
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1+ 420

[ ]
L 1

i

50 2 — 3§30

Figura 10.11: Circuito misto.

Solugao:
Seguindo o procedimento, primeiramente verifica-se se ha impedéancias em série. No caso ndo hé
nenhuma Entao procura-se se ha associagoes em paralelo. Nota-se que as impedancias de 5 e

— j3 Q) estdo em paralelo, entdo a associacdo delas resulta em Z. , cujo valor é:

eq’
g _ 35X (2-3)
eq .
5+ (2—43)
10 — j15
2, =

,  18,03/-56,31°
“ " 7,62/-23,2°
Z., =2,34/-33,11°Q

A impedancia equivalente de todo circuito Z., é dada pela soma de Zéq = 2,34/-33,11°Q e
1+ 429, pois elas estdo em série. Realizando as operacoes, tem-se:

Ziey = 2,34/-33,11° + (1 + j2)
Zey =2,34cos(—33,11) + 52, 34sen(—33,11) + (1 + 52)
Zeg = (1,96 — j1,28) + (1 + 52)
Zey = (1,96 +1) + j(—1,28 +2)
Ziey = 2,96 + j0, 720

d

Videoaula 10.5 (Associacdo de impedéncias). Para mais informagdes sobre as técnicas
para encontrar a impedancia equivalente de circuitos série, paralelo ou misto acesse a
videoaula a seguir:

e https://youtu.be/mbvnR7yhZfY
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10.5 Frequéncia de ressonancia

Em um parquinho infantil vé-se os pais empurrando uma crianca no balanco e ap6s o movimento
ter amplitude é desnecessario que se aplique muita forca para manter o vai e vem: basta empurrar
quando a crianca estiver ja se deslocando para frente. Caso se empurre quando a crianca ainda estiver
vindo em diregao aos pais ela serd freada. Ao se empurrar na mesma frequéncia do movimento (sempre
no mesmo instante e de forma que seja dado mais impulso) pode-se dizer que a frequéncia da fonte
(forca dos pais) é a mesma do sistema (crianga no balango): esta ocorrendo o fenémeno de ressonéancia.
Coisa similar pode ocorrer em circuitos elétricos.

Quando, em um circuito com tensoes e correntes alternadas senoidais, os efeitos capacitivo e
indutivo se anulam diz-se que o circuito encontra-se em ressondncia. Isto ocorrera para uma frequéncia
especifica, que faz com que a fonte de tensado ou de corrente, aumente a poténcia fornecida ao elemento
resistivo do sistema. O fen6meno ocorrera na frequéncia de ressonancia fre.

Considerando o caso particular de um circuito RLC' série, como o da figura [[0.8 a ressonancia
ocorrera quando as reatancias indutiva e capacitiva forem iguais, de tal forma que o circuito tenha
apenas o elemento resistivo. Saliente-se que a seguir sera utilizado o subscrito eq para indicar capaci-
tancia e indutancia equivalentes, pois na pratica pode-se ter mais elementos que apds a associagao se
torne um circuito série conforme mostrado na referida figura. Entdo pode-se escrever:

XC’eq = XLeq
L orfel (10.20)
27Tf7"eceq — “MJrelieg .

Isolando f,. na equagao (I0.20]), tem-se que:

1
B 27/ LegCleq

Exemplo 10.9. Determine o valor da frequéncia de ressonincia para um circuito que possui um
resistor de 5€2, um indutor de 5mH e um capacitor de 3mF, todos associados em série a uma fonte
de tensao de 50V cuja frequéncia pode ser manualmente ajustada.

fre (10.21)

Solugao:
Empregando a equagao (I0.2T]):
f ! ! 41,09H
= = = s 7
"2 /LegCeq 2w/ (5 x 1073) x (3 x 1073)
O

A anulacédo do efeito indutivo ou capacitivo em um circuito pode ser utilizado propositalmente para
construgao de equipamentos ou pode ser um problema nao previsto que causara acidentes devido ao
aumento excessivo no valor da corrente circulante. Este segundo caso fica evidente no exemplo [[0.10l

Exemplo 10.10. Calcule a corrente da carga Z. (cujo valor da resisténcia é 32 e da indutancia é
6 mH) nas seguintes situacoes:

(a) Caso a carga seja alimentada pelos seus terminais por uma fonte de tensdo de valor eficaz de
tensdo de 127V e frequéncia de 60 Hz;

(b) Caso seja adicionada um capacitor de capacitadncia 4 mF em série com a carga, mantendo o valor
da d.d.p. da fonte de tensido e frequéncia do item anterior;

(c) Caso seja adicionado o mesmo capacitor do item anterior em série com a carga e seja mantido
o valor da d.d.p. da fonte de tensdo, alterando somente a frequéncia da fonte de tensdo, que é a
de ressonéncia.
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Figura 10.12: Circuitos elétricos referentes ao exemplo [10.10

Solucao:

(a) Neste caso a reaténcia indutiva vale:

X, =wL=21fL=2x7x60x6x10"%=2620

N D0
7o 2T

O circuito que representa esta situagdo é mostrado na figura [10.12(a)l A corrente I é:
342,62

= 24,02 — 520,97 A = 32,88/—41,13° A
(b) Neste caso é adicionada uma reaténcia capacitiva, cujo valor é:

1 1
Xc

1
T wC  2rfC T 2x7wx60x4x10-3

= 0,66

O circuito que representa esta situacio é mostrado na figura [10.12(b)l A corrente I 1é
7 1270°

©~ 372,62 — 40,66

= 29,67 — j19,38 A = 35,44/-33,16° A
(¢) Precisa-se calcular a frequéncia de ressonancia deste circuito, j& que o enunciado diz que é nesta
frequéncia que a fonte opera. Ela é dada por:
1 1
fre

T 27 /LegCeq  2x 7 x /(6 x 103)(4 x 10-9)

= 32,49 Hz
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Com este novo valor de frequéncia os valores das reatancias indutiva e capacitiva serao:

X, =wL=2rfL=2x7x32,49x6x10%=1,22Q
11 1
CwC  2rfC 2x 7w x 32,49 x 4 x 103

O circuito que representa esta situacdo é mostrado na figura [10.12(c)} O valores idénticos em

moédulo das reatancias indutiva e capacitiva era esperado, ja que o conceito de frequéncia de
A . . . . T 2

ressonancia diz que elas devem ser iguais. A corrente I, é:

o (o}
ja .127L. _ 127L:42733EA
3471,22 — 41,22 3
Nota-se que o valor da corrente na frequéncia de ressonancia é o maior dos trés casos, pois
nesta situacio somente a resisténcia se opoe a passagem de corrente, ja que os efeitos indutivo e
capacitivo anularam um ao outro (na frequéncia de ressonéncia). Se este efeito ¢ anulado aciden-
talmente, o valor da corrente pode se elevar a ponto de causar danos ao dispositivo consumidor
de eletricidade (carga) ou a fonte de tensdo, ja que em equipamentos reais esta também tem
limites para fornecer poténcia sem se danificar devido ao sobreaquecimento.

Xc =1,220

Videoaula 10.6 (Frequéncia de ressondncia). Para mais detalhes sobre o fenomeno de
ressonancia em circuitos CA acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/1JDUZ1tcDyY

10.6 Divisores de tensao e de corrente

Na secao B8l que deve ser revisada pelo estudante, estdo descritas diferentes formas de se utilizar
as expressoes de divisores de tensao e de corrente, quando a alimentagdo do circuito é feita por uma
fonte de tensdo continua. Na presente secdo os divisores de tensdo e de corrente sdao utilizados para
célculos em circuitos elétricos cuja alimentacao é feita com tensao senoidal. As expressoes de divisores
de tensdo e de corrente utilizadas na presente secdo sdo apresentadas e em seguida sua aplicacio
é mostrada através de exemplos. A dedugdo das expressoes é similar aquelas feitas na segdo
diferenciando o fato de que devem ser empregados niimeros complexos para representar as tensoes,
correntes elétricas e impedancias ja que agora trata-se de um circuito cujas tensoes e correntes elétricas
variam senoidalmente no tempo. Vale a pena ressaltar que o conceito de divisor de tensao é um conceito
empregado para associacoes de impedancias em série, enquanto que o conceito de divisor de corrente
¢ um conceito empregado para associacoes de impedancias em paralelo.


https://youtu.be/lJDUZltcDyY
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Figura 10.13: Circuito elétrico para andalise do divisor de tensao.

10.6.1 Divisor de tensdao

Considere um circuito, como mostrado na figura [[0.13] com n impedancias associadas em série. O
valor da d.d.p. nos terminais da n-ésima impedancia é:

_ Z,

Uy = U (10.22)

N

€q

O estudante deve notar que a equagdo ([0.22)) permite que o valor da tensdo nos terminais de
qualquer impedéancia da associagao série seja calculada sem o conhecimento da corrente que a atravessa

(no caso I), desde que a tensdo nos terminais da associagdo (U) seja conhecida.

Divisor de tensao com duas impedéancias em série

Um dos casos mais comuns de uso do divisor de tensdo é para uma associagdo série de apenas duas
impedéancias. Neste caso, usando a equacao (I0.22)), a d.d.p. nos terminais de Z; é:

_ 7. > _
Ui=|——|U 10.23
! (Z1 + Zs ( )

Nos terminais da impedéancia Z- a d.d.p. vale:
_ Zs _
Uy=|0——=|U 10.24
? <Z1 + Z2> ( )

Exemplo 10.11. Calcule o valor da d.d.p nos terminais da impedéancia de 15 4 j5€2 do circuito da

figura [[0.141
150
Wy
154 75Q 15Q
Wy
150
Wy
+ -
a 100V b
Figura 10.14: Circuito elétrico relativo ao exemplo [10.11L
Solucgao:

O conceito de divisor de tensdo aplica-se apenas quando ha impedéincias em série e é conhecida a
d.d.p. nos terminais de toda a associacdo. Se é encontrado o valor de 15Q//15Q//15Q (que resulta
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no valor 5€2), entdo tem-se duas impedancias em série (a de 15+ j58 e a de 5Q2). Pode-se entdo usar

a equagao (I0.23]) e assim encontra-se:

15+ j5

Ulsyjs0 = | ——=——| 100 = 90,91V

Fazendo os calculos encontra-se que a tensdo nos terminais da impedancia de 15 + 55 é:
Utstjsa = 76,47 + j5,88V = 76, T/4,4° V

a

10.6.2 Divisor de corrente

Considere o circuito da figura que possui n impedéncias associadas em paralelo. O valor da
corrente que atravessa cada uma das impedancias pode ser calculada se sdo conhecidos os valores da
corrente I (identificada na figura [[LIH) e de todas as impedéancias da associacdo em paralelo. Desta
maneira o valor da corrente da n-ésima impedéancia pode ser calculado usando a expressio:

N

=iy 10.25
o (10.25)

I, =

O estudante deve notar que a equagao (I0.25]) permite que o célculo do valor da corrente de cada
impedancia seja calculado sem se conhecer o valor da tensdo nos terminais da impedéancia.

Figura 10.15: Circuito elétrico para analise do divisor de corrente.

Divisor de corrente com duas impedancias em paralelo

No caso particular de duas impedéncias associadas em paralelo, o valor da corrente que atravessa

cada uma delas é:

_ 7 ) _
LH==—")1 10.26
! <Z1 +Zs ( )

Ainda usando a equagao (3.23]), o valor de I é:

_ A ) _
Lh=(=——"+1 10.27
2 (Zl +7Zs ( )
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150 642

5A
a b

Figura 10.16: Circuito elétrico relativo ao exemplo [10.12l

Exemplo 10.12. Calcule a intensidade da corrente que atravessa a impedancia de 3+ 51 do circuito
da figura [I[0.16]

Solugao:

Deve-se notar que o divisor de corrente aplica-se apenas quando ha impedancias em paralelo e
é conhecido o valor da corrente, que se dividird pelas impedancias da associacdo. Assim sendo, no
presente exemplo, o divisor serd empregado sem considerar o valor da resisténcia de 152 no calculo

do Z.,. Usado na expressao do divisor de corrente da equacao (I0.25]), que é repetida a seguir por
conveniéncia;:

|
N
)
Q
~i|

N
3

Para calcular a corrente que atravessa a impedéancia de 3+ j1Q é necessario calcular Z., (lembrar
que neste caso nao € o Z, entre os terminais a e b; é o Z., da associagdo em paralelo, no qual se
deseja aplicar a expressao de divisor de corrente), que neste caso é:

Zeg=(3471)Q//6Q//(9 — j5)Q =1,8+ 50,170

Empregando a expressdo de divisor de corrente que atravessa a impedancia de 3 + 512, pode ser
calculado como:

1,8 + 40,17
, 8+ J0, )5

Istj10 = ( 3+ 41

Portanto, o valor de I_3+jm é:

Is110 = 2,79 — j0,65 A =~ 2,86/~13° A
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Videoaula 10.7 (Divisores de tensdo e de corrente). Para ver o uso das equagdes de
divisores de tensao e corrente em circuitos CA acesse a videoaula a seguir:

NG o]

-
p+.n‘| e
-# ae 8

e https://youtu.be/SKdYP8UpIHs

10.6.3 Admitancia Complexa

O elemento de circuito admitdancia complexa ou simplesmente admitdancia é definido como o inverso
da impedancia e é representado pela letra Y. Pode representar no seu caderno como Y, se desejar; esta
também é uma notacio utilizada para um nimero complexo. Sé um lembrete: U e I sio fasores que
possuem uma fungdo cossenoidal correspondente no dominio do tempo, enquanto que a admitancia
é somente a divisdo entre os dois niimeros complexos (I/U) e o resultado ndo é um fasor, por isto a
notacao escolhida foi o negrito Y para enfatizar esta diferenca, mas em edigdes anteriores do presente
livro o Y era utilizado e isto ndo é um problema, pode usar também. Matematicamente escreve-se:

Y =— (10.28)
Z
Enquanto uma impedéncia elevada indica grande dificuldade para a passagem de corrente, uma
admitancia elevada indica uma grande facilidade a passagem de corrente. Feita a inversdo de Z, serd
encontrado um ntmero complexo, assim pode-se escrever que a admitancia é:

Y=G+jB (10.29)

A unidade de admiténcia é o siemens, ou simplesmente S (respeite o maitsculo, pois a mesma letra
mintscula indica tempo em segundos!). A parte real da admitancia, G, é chamada de condutincia e
a parte imaginaria, B, é chamada de susceptincia. Na equagdo o *+ indica o mais ou menos,
sendo que se for 4+ a susceptancia representa o efeito capacitivo e se for — representa o efeito indutivo:
a andlise do sinal resulta em resultados opostos ao da impedéncia, mas isto ja era esperado.

O estudante deve observar que os termos G e B sdo encontrados pela inversao da impedancia
complexa e ndo pela inversdo individual da resisténcia ou reatancia, respectivamente.

Em alguns céalculos pode ser necesséario utilizar a representagdo polar e a transformacao serd feita
da mesma forma que o estudante ja conhece:

Y =Yy (10.30)

Note-se que se fy > 0 esta se representado um efeito capacitivo e se fy < 0 o efeito representado é
indutivo. Como esperado, é o caso oposto a anéalise do angulo da impedéncia.

Exemplo 10.13. Determine a admitancia complexa das impedéncias a seguir:


https://youtu.be/SKdYP8UpIHs
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(a) 5+ 520
(b) 3—j4Q

Solugao:
Para se determinar a admitancia complexa deve-se inverter a impedancia complexa.

(a)
1

Y = :
5+ j2
1

R
Y =0,189/-21,8°
Y = 0,189 cos(—21,8°) + 450, 189 sen(—21,8°)
Y =0,17—50,07S

1
Y=——
3—j4
1
Y=—1—"—
5/—53,13°
Y =0,2/53,13°

Y =0,2cos(53,13°) 4 j0,2sen(53,13°)
Y =0,12+ 50,16 S
A resposta poderia ser deixada na representacdo polar, pois nenhum formato foi especificado, mas

a transformagdo foi realizada apenas para exercitar a transformacdo polar—retangular.
O

Videoaula 10.8 (Admitincia complexa). Para mais informagdes sobre a definigio de
admitancia complexa acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/CwluRRzZn2s

A admiténcia é utilizada com frequéncia em poucas areas e ainda assim, em assuntos mais avan-
cados de engenharia elétrica. Para um curso de formacao técnica pode ser o suficiente saber a sua
definicdo. Mas pode ser necessario realizar a associacdo delas, entdo, se isto for relevante na sua
formagao, siga adiante.


https://youtu.be/CwluRRzZn2s
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10.6.4 Associacao de admitancias

Se encontrar a impedancia equivalente de um circuito CA nédo é mais um problema para vocg,
entdo a admitancia equivalente também nao serd, pois as operagdes para associacoes série e paralelo
sdo inversas ao caso da impedéancia, como é mostrado nas se¢oes que seguem.

Associagao série

O circuito da figura [10.17(a)| mostra apenas trés admitancias, mas as conclusoes sao validas para
um namero qualquer delas em série. Para apresentar o tema de forma mais rapida, somente os casos
mais gerais serdo tratados.

Yl YQ Y3 qu
T e A
Uy Us Us I

(~) ~)
n&/an JC

o o
(a) (b)

Figura 10.17: Associacdo de admitincias em série.

Admitancia equivalente de um conjunto associado em série pode ser calculada pela expressdo a
seguir:
1 1 1 1

- 4 10.31
Y, Y1+Y2+ +Yn ( )

H4 dois casos particulares na associacao de admitancias em série que sao merecedores de destaque,
sao eles:

1. Associacdo de apenas duas admitancias (Y1 e Ys) em série. Neste caso Y, é dada por:

_Y1XY2

vy, — 17212
Y+ Y

(10.32)

2. Associac@o em série de N admitancias idénticas de valor Y. Neste caso Y., ¢ dada por:

Y
Yeg = (10.33)

Associagao paralelo

O circuito da figura|10.18(a)| mostra apenas trés admitancias, mas j4 serdo apresentadas as equagoes
para uma quantidade qualquer delas, j& que o entendimento de associacdo de impedancias nos dé esse
atalho.
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L Y,
+ :7 pa—
Ui
+ — pa—
U, v
eq
T Y3 1

_l_
\
~i

=@ =

(~O)
. O
U

( (b)

Figura 10.18: Associacao de admitiancias em paralelo.

Para n admitancias (Y1,Ys, - ,Y,) associadas em paralelo, a admitancia equivalente da associ-
agao, Y¢q, ¢ dada por:

Y =Y1+Yo+ - +Y, (10.34)

Associagao mista

Para circuitos mistos, com admitancias associadas em série e paralelo, pode-se fazer a reducdo do
circuito da mesma forma j& apresentada no presente livro: primeiro calcula-se a admitancia equivalente
daquelas que estiverem associadas em série e depois a admitancia equivalente daquelas que estiverem
em paralelo. O procedimento é repetido até que se consiga determinar a admitancia equivalente tinica
de todo o circuito.

Exemplo 10.14. Na figura [[0.19] tem-se um circuito misto que contém admitancias em série e em
paralelo. Determine a admitancia equivalente para este circuito.

1+ 428
[ 1
|

QSD 59 2 — 438

C

Figura 10.19: Circuito misto.

Solucgao:
Seguindo o procedimento, primeiramente verifica-se se ha admitancias em série: ndo ha! Procura-
se entao se hé associagdes em paralelo e isto ocorre com 55 e 2 — j3S. A associagdo em paralelo delas
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resulta em Y’

eq» Cujo valor é:

Yo, =(5)+(2-73)
Y., = (5+2) —j3
Y., =7-j38

. / ;. . . A~ .
Agora associasse Y., em série com 1+ 525, como feito na sequéncia:

v (1=53) x(1+j2)
(T3 + (1 +52)
7,62/-23,2° x 2,24/63,4°

‘T (T+1D)+5§(-342)
17,07 /40, 2°
eq — 87—]
17,07 /40, 2°
'Y — L 0

‘T 8,06/~17,1°
Y., =2,12/47,3°S

Nenhum formato de resposta foi especificado, mas é muito comum também que se use a represen-

tacdo retangular: Y., = 1,44 +1,56S.

10.7 Resumo do capitulo

As impedancias representam as caracteristicas resistiva, indutiva ou capacitiva e também a asso-

ciacao destes varios efeitos juntos. Para entendimento dos circuitos com impedéncias o estudante teve
de aprender sobre varios conceitos, que sao resumidos a seguir:

e O valor eficaz de uma onda de tensdo senoidal é igual ao valor de pico da onda dividido por raiz

de dois (U.s = Up/v/2). O mesmo vale para a onda de corrente;

O valor eficaz, U,y ou I.t, é o valor continuo equivalente que faria um dispositivo consumir a
mesma poténcia que o valor da onda senoidal com valores de pico v2U, §ou V2I, 3

O fasor complexo girante é uma forma de representar um sinal senoidal/cossenoidal de tensao
ou de corrente. O fasor pode ser representado na forma polar (médulo, que é o valor eficaz, e
angulo) ou retangular (partes real e imagindria);

O quociente entre os fasores tensdo e corrente resulta no valor da impedéancia (Z = U /I);

Se a impedancia é puramente resistiva, entdao o angulo entre a tensdo e a corrente é nulo; se
é puramente indutiva, entdo o dngulo da corrente estd 90° atrasado em relacdo & tensdo; se é
puramente capacitiva, entdo o angulo da corrente estd 90° adiantado;

Se a carga é indutiva, ou seja, possui os efeitos indutivo e resistivo, entdo o dngulo da corrente
serd atrasado da tensdo (0° < ¢ < 90°). Se a carga é capacitiva, ou seja, possui os efeitos
capacitivo e resistivo, entdo o dngulo da corrente sera adiantado da tensdo (—90° < ¢ < 0°);

A admitincia é o inverso da impedancia Y = I/U = 1/Z;

A frequéncia de ressonancia em um circuito elétrico é aquela na qual os efeitos indutivo e capa-
citivo se anulam.
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Problemas propostos

Obs.: quando for dito o valor de uma tensao ou corrente nos problemas a seguir deve-se considerar
que ¢é o valor eficaz, a nao ser que dito explicitamente diferente.

Problema 10.1. Um circuito RLC série é alimentado por uma fonte de tensdo de 127V de magnitude,
mas de frequéncia ajustavel. Sabendo-se que R =58, C =3 uF e L = 10 mH, determine:

(a) O valor de frequéncia para o qual a fonte fornece o maximo valor de corrente para o circuito;
(b) O méximo valor de corrente que a fonte pode fornecer a este circuito;

(¢) A corrente fornecida pela fonte de tensdo quando este circuito é alimentado em uma frequéncia
de 60 Hz;

(d) Represente fasorialmente a tensao da fonte e a corrente do item anterior.

Problema 10.2. Um circuito RLC paralelo é alimentado por uma fonte de tensdo de 220V e 60 Hz.
Sabendo-se que R =3¢}, C'=5 mF e L = 2 mH, determine:

(a) A impedénca equivalente do circuito;
(b) A intensidade da corrente fornecida pela fonte;
(c) Represente fasorialmente a tensao da fonte e a corrente fornecida pela mesma.

Problema 10.3. Calcular o valor da impedéancia equivalente dos circuitos elétricos representados nas
figuras [10.20(a)| e [10.20(b)|, sabendo que a representacao do circuito ja esta feita levando em conside-
ragdo que a fonte de tensao é de uma frequéncia de 400 Hz.

750
[ 1
|

U @ 100 —j8Q

2mH

U@ 3Q 4mF

(b)

Figura 10.20: Circuitos elétricos relativos ao problema [10.3]

Problema 10.4. Para os circuitos representados na questao anterior, represente fasorialmente a ten-
sdo da fonte e a corrente fornecida pela mesma quando:

(a) A tensdo da fonte for 2000° V;

(b) A tensao da fonte for 12080° V.
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Problema 10.5. Calcule o valor da impedancia equivalente vista dos terminais a e b dos circuitos
elétricos mostrados na figura [I0.211

Figura 10.21: Circuitos elétricos relativos ao problema [10.5]

Problema 10.6. Calcule o valor da admitincia equivalente dos circuitos elétricos mostrados na fi-
gura [10.22] vista pelos terminais da fonte de tensdo ou dos pontos a e b indicados.

738
LT

758 (2-j4)S

3S (3+73)S
(c)

Figura 10.22: Circuitos elétricos relativos ao problema [10.6l
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Poténcia em circuitos monofasicos

11.1 Introducao

Nos circuitos CC, o calculo de poténcia é simplificado, pois depende apenas das magnitudes da
tensdo nos terminais e da corrente no dispositivo elétrico analisado. Ja nos circuitos CA, o célculo é
mais complicado pois, além das magnitudes, deve ser levada em consideragdo também a defasagem
entre as ondas de tensao e de corrente: vocé ja viu em capitulo anterior a definicdo de ¢ = 6, —6; como
sendo o angulo de atraso da corrente em relagdo a tensdo e ele é muito importante nos calculos das
poténcias em circuitos CA. Mais uma vez é mandatorio que o estudante tenha fluéncia nas operagoes
com niimeros complexos, afinal de contas o uso dos fasores como meio para representar as tensdo e
corrente senoidais/cossenoidais faz com que niimeros complexos surjam nos calculos de poténcia.

11.2 Poténcias complexa, aparente, ativa e reativa

Em um circuito elétrico cujas tensdes e correntes sdo valores continuos, encontra-se o valor da
poténcia em um dispositivo elétrico qualquer a partir do valor da tensdo em seus terminais e da
corrente que o atravessa, ou seja, P = UI. Para um circuito elétrico cujas tensbes e correntes sao
funcdes alternadas, sdo utilizadas equacoes similares, porém com algumas peculiaridades, ja que ha
entre a fonte e a carga uma troca nao somente de poténcia para gerar trabalho, mas também ha uma
troca de poténcia para gerar campo elétrico e magnético. A expressao geral para o calculo de poténcia
em um dispositivo num circuito elétrico com tensao e corrente alternadas é:

S=U0I" (11.1)
Sendo:
« U o fasor tensdo nos terminais do dispositivo elétrico;
e I* 0 complexo conjugado do fasor corrente que atravessa o dispositivo e;
e S o valor da poténcia chamada de poténcia compleza.

Note que a poténcia complexa é um nimero complexo (j4 que é resultado da multiplicagdo de
dois niimeros complexos) e isso é frisado pelo uso do negrito S. Nas edi¢des anteriores deste livro era
utilizada uma barra para indicar a poténcia complexa (S), mas como ela ndo é um fasor girante e sim
um numero complexo resultante da operacao entre dois fasores, preferiu-se na presente edicdo utilizar
o negrito, que, por sinal, é também outra notagdo comum para ntimeros complexos. Se vocé desejar
representar a poténcia complexa como S, entdo o faca, pois nio estard errado, sendo inclusive mais

simples de se escrever dessa forma no caderno de papel: lembre-se sempre que se seu professor tem

213
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alguma sugestdo de notacao, é muito conveniente seguir as orientagoes dele. Assim sendo, a poténcia
complexa pode ser representada por seus modulo e angulo, como feito a seguir:

{s:%

g_ ’U_Hf:\/ﬁ (11.2)

Chama-se o médulo da poténcia complexa S de poténcia aparente. Pode-se também representar S
na forma retangular e assim é encontrado que:

S = Scos(¢) + jSsen(¢)
S = |U][I] cos(¢) + j|U|[I]sen(¢) (11.3)
S=P+jQ

Note o dngulo ¢ nas equagoes (IT.2)) e (IT3)): ele é o mesmo angulo de atraso da corrente em relagao
a tensdo que foi visto no capitulo [0l Nas impedancias a parte real do ntimero representa o efeito
resistivo e a parte imagindria os efeitos indutivo e capacitivo. O mesmo acontece na poténcia complexa
e a parte real P diz respeito & poténcia consumida para algum fim 1til (por exemplo, aquecimento
por efeito Joule), enquanto que a parte imaginaria () diz respeito a poténcia necessiria para gerar
0s campos elétrico (para os capacitores) e magnético (para os indutores). A parte real da poténcia
complexa da-se o nome de poténcia ativa, ou use o P para representa-la de forma mais compacta, e a
parte imaginaria da-se o nome de poténcia reativa, que pode ser representada por Q).

Depois desta visdo geral sobre o comportamento da poténcia em circuitos CA, serd dado na sequén-
cia destaque a cada um dos tipos de poténcias, que sdo chamadas de ativa, reativa, aparente e complexa.
O desenvolvimento que segue terda como exemplo uma carga, que é um dispositivo ou instalagdo que
consome poténcia para algum fim, representada por uma impedancia Z, mas as equagoes sao validas
para impedéncias de linhas de distribuicido ou de transmissao, de geradores ou motores etc. Enfim, as
equacoes serdo Uteis em diversos contextos, ainda que seja apresentada inicialmente para uma carga.

Poténcia Ativa E a parcela da poténcia complexa que realiza trabalho e sua unidade é o ja conhecido
watt, cujo simbolo é o W. Nos circuitos, o dispositivo que deve ser associado a poténcia ativa
¢é a resisténcia. Desta maneira, o cdlculo da poténcia na resisténcia fornece o valor da poténcia
ativa. No caso de uma carga elétrica representada por uma impedéancia Z que possua resisténcias,
induténcias e capacitdncias, como mostra a figura [IT.1], pode-se calcular a poténcia ativa usando
a expressao:

P = |Uz]|Iz]| cos(¢) (11.4)
71X
S T
R JXr —JjX¢
| |
M
— _
_ A Ur Ux

-
Uz
Figura 11.1: Tensoes e correntes na carga.
Sendo que |Uz| denota a magnitude da tensdo nos terminais da carga, |Iz| denota a intensidade

da corrente elétrica que atravessa a carga e ¢ = 6, — 6; denota a diferenga angular entre a
corrente e a tensao nos terminais da carga.
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Deve-se observar que as demais expressdes que calculam a poténcia nas resisténcia também
fornecem os valores de P, sao elas:

P = R|Ig|? (11.5)
7|2
P= |Ug| (11.6)

A equagédo (ILEH]) permite encontrar a poténcia ativa consumida na carga resistiva se o valor da
resisténcia da carga e da magnitude (médulo) da corrente que atravessa esta resisténcia forem
conhecidas. No caso do circuito elétrico mostrado na figura[[TI pode-se perceber que |Ig| = |I7|.
A equagao ([II.6]) deve ser empregada com bastante cuidado, pois deve-se conhecer o valor da
resisténcia da carga e também a magnitude (médulo) da tensdo nos terminais desta resisténcia
|Ug|: é um erro comum empregar-se o médulo da tensdo total na carga, cujo valor é |Uz|. Para
que fique mais claro, estdo indicados na figura [T.I] tanto Ur quanto Uy e fica evidente que
Ur #Ujy.

Exemplo 11.1. Uma carga que pode ser representada por uma impedéancia de 5 + j2 é ali-
mentada pelos seus terminais com uma tensao de 220V. Calcule:

(a) O médulo da corrente drenada pela carga;
(b) A poténcia ativa consumida pela carga.
Solucao:

Como nao foi dado o angulo da tensao, faz-se a consideracao que ele é zero, assim o fasor tensao
nos terminais da carga pode ser escrito como U, = 2200°V = 220 V.

(a) O valor da corrente consumida pela carga é:

0,
I, = =<
c Zc
- 22
‘5452
_ 220
[ =—"
5,385 21, 8°

I.=40,85/-21,8° A

O moédulo da corrente é, portanto, igual a 40,85 A.

(b) A poténcia ativa pode ser calculada com o uso da equacdo (IL4). Para isto é necessério
calcular o angulo ¢, = 6, — 0; = 0° — (—21,8°) = 21, 8°. Tem-se também que cos(21,8°) =
0,928. Entao a poténcia ativa consumida pela carga é:

Pe = |Ue||I| cos(¢c)

P. =220 x 40, 85 x cos(21,8°)
P. =220 x 40,85 x 0,928
P.=8344,3W
P. ~ 8,34kW

Outra forma de fazer é utilizando a equacao (I, como mostrado na sequéncia:
P. = R|Iz|?
c R

P. =5 x 40, 85>
P, =~ 8,34 kW
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a

Poténcia Reativa E a parcela da poténcia complexa que ndo realiza trabalho e sua unidade é o
volt-ampeére-reativo cujo simbolo é o VAr ou VAR: autores escrevem de forma diferente e nao
hé consenso e serd adotada a primeira opc¢do no presente livro. Nos circuitos, o dispositivo que
deve ser associado a ela é a reatancia (seja ela indutiva ou capacitiva). Desta maneira, o calculo
da poténcia nas reatancias fornece os valores da poténcia reativa. No caso de uma carga Z
que possua resisténcias, induténcias e capacitancias, como mostrado na figura IT.T] a poténcia
reativa pode ser calculada usando a expressao:

Q = |Uz||Izlsen(¢) (11.7)

Sendo que |Uz| denota a magnitude da tensdo nos terminais da carga, |Iz| denota a intensidade
da corrente elétrica que atravessa a carga e ¢ = 0, — 6; denota a abertura angular entre tensao
e a corrente da carga.

Outras expressoes que fornecem o valor de @) sdo:

Q=+X|Ix|? (11.8)
Q= i'U?Q (11.9)

A equagdo (IL8) permite o célculo direto da poténcia reativa, que pode ser negativa, caso a
reatancia seja capacitiva, ou positiva, caso a reatancia seja indutiva, usando o valor da inten-
sidade da corrente que percorre a reatdncia. A equacdo (IT.9) deve ser empregada quando sao
conhecidos os valores da reatancia e da tensdo nos seus terminais. Deve-se ter muito cuidado,
pois é um erro comum se usar a magnitude da d.d.p. total na carga |Uz|, enquanto que o valor
que deve ser usado é a magnitude da tensdo apenas nos terminais da reatancia, cujo valor é |Ux|.
Para que fique mais claro, estdo indicados na figura [[I.1 tanto Uy quanto Uy e uma inspecio
evidencia que Uy # Uz. Ao utilizar a equacdo (IL7) o sinal do sen(¢) determinaré o sinal da
poténcia reativa Q).

Uma carga é o nome genérico dado a um equipamento ou instalacio elétrica que realiza alguma
tarefa e para isto consome poténcia ativa P e, portanto, P > 0. Porém, uma carga pode fornecer
ou consumir poténcia reativa. Para deixar claro, faz-se as seguintes definigoes:

e Diz-se que uma carga indutiva consome poténcia reativa. Isto é equivalente a dizer que o
valor da poténcia reativa de uma carga indutiva é sempre positivo (Q > 0);

o Diz-se que uma carga capacitiva fornece poténcia reativa. Isto é equivalente a dizer que o
valor da poténcia reativa da uma carga indutiva é sempre negativo (@) < 0).

A equacdo (II7) pode ser usada diretamente, sem maiores problemas, pois se o angulo ¢ for
utilizado corretamente, entao o valor da poténcia reativa ja serd positivo ou negativo. Entretanto,
nas equacgoes (IL8)) e (IT9]) é necessario escolher o sinal + ou —. Se usard o valor positivo quando
a carga for indutiva e se usard o valor negativo quando a carga for capacitiva.

Exemplo 11.2. Uma carga que pode ser representada por uma impedancia de 5+ 52 é ali-
mentada pelos seus terminais com uma tensao de 220V (note que sdo as mesmas carga e tensao
do exemplo [[T)). Calcule a poténcia reativa da carga.

Solugao:

A poténcia reativa da carga pode ser calculada pela equacao (IT.7)). O valor do dngulo ¢. = 21, 8°
ja havia sido calculado no exemplo[ITTle, portanto, sen(¢.) = sen(21,8°) = 0,371. Tem-se assim
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que:

Qc = |Uc||fc|sen(¢c)
Q. = 220 x 40,85 x 0,371
Q. = 3334 VAr
Q. ~ 3,33kVAr

Uma outra forma de calcular a poténcia reativa é utilizando a equacao (IL8]). Saliente-se que
como a carga é indutiva (pois a parte imagindria do valor da impedancia é positiva) deve-se usar
o sinal +. Tem-se assim que:
Qc = +Xc|I_c|2
Q. = 2 x 40,85
Q. ~ 3,33kVAr

Saliente-se que quaisquer diferencas entre os valores encontrados nas duas formas de se calcular
Q. se devem apenas as aproximacoes: quanto mais casas decimais sdo utilizadas mais préximos
ficam os resultados numeéricos finais.

d

Se vocé teve duvidas, entdo veja a videoaula a seguir, mas, caso tenha entendido, siga adiante
para mais discussoes sobre poténcias CA.

Videoaula 11.1 (Poténcias ativa e reativa). Para mais detalhes sobre os conceitos e
equacoes das poténcias ativa e reativa acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/c14XB-JDrRA

Poténcia Complexa E a representacio complexa das poténcias ativa e reativa; sua unidade é o
volt-ampére cujo simbolo é o VA. Ela é representada por S e é dada por:

S=P+jQ (11.10)

S é uma maneira de representar a poténcia total da carga, considerando-se as poténcias ativa e
reativa. Se S é dado em coordenadas polares, entao:

S=1\/P2+Q2p (11.11)


https://youtu.be/c14XB-JDrRA
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Sendo \/ P2 + Q% o médulo e ¢ = 6, —0; o angulo da poténcia complexa, também sendo o angulo
de atraso da corrente em relacdo a tensao.
Outra forma de se calcular a poténcia complexa S é a partir do conhecimento do fasor tensio

nos terminais da carga, Uz, e do fasor corrente que atravessa a carga, Iz, usando a expressao
(que foi a primeira apresentada neste capitulo, mas que vale a pena reescrever):

S =Uzl} (11.12)

O estudante deve ter em mente que f} é o complexo conjugado do fasor corrente 1.

Sendo S uma representacdo da poténcia total, incluindo a parte ativa e reativa, é de imaginar,
portanto, que existam expressdoes que nos permitam calculd-la usando a impedéancia da carga
Z = R+ jX. Estas expressoes sao:

S = 7|I, 2 (11.13)
rr_|12
S = ‘U;‘ (11.14)

Z* & conjugado complexo da impedancia complexa.

Poténcia Aparente E o nome dado ao médulo da poténcia complexa. A poténcia aparente é usada
para o dimensionamento das instalacoes elétricas, principalmente condutores, pois é ela que da
a real grandeza do valor da corrente total que é drenada por uma carga Z. Representa-se a
mesma pelo simbolo S (note que o médulo ndo estd em negrito) e sua unidade também é o VA
(volt-ampere). O valor de S pode ser calculado por:

S = |Ugz||Iz| (11.15)

Ou ainda pelas expressoes:

S =4/P?+Q? (11.16)

S = Z|Iz (11.17)
rr_|2
S = ’U? (11.18)

Exemplo 11.3. Uma carga é alimentada por uma fonte de tensdo cujo valor da tensdo é 220V e
cuja impedancia que representa a mesma vale 3 — j1{2. Calcule os valores das poténcias complexa,
aparente, ativa e reativa da carga.

Solugao:

Primeiramente serd calculado o fasor da corrente drenada pela carga, que é utilizado no decorrer
da solucao:

I =

S N|s
5

22
3—41
;o 220 00°

© 7 3,16/-18, 44°
I. = 69,62/18,44° A

I. =
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Empregando-se a equacdo (ILIZ) (note que se usa o conjugado complexo do fasor corrente I =
69,62/—18,44° A), encontra-se que a poténcia complexa é dada por:

Sc = Ucl_g
S, = (2200°) x (69,62/—18, 44°)
S. = 15316/—18,44° VA

A poténcia aparente ¢ o médulo da poténcia complexa, portanto, seu valor é:
S. = 15316 VA ~ 15,32kVA

Colocando-se a poténcia complexa em coordenadas retangulares pode-se encontrar os valores das
poténcias ativa e reativa (ver equagao (III0)). Assim tem-se que S, em coordenadas retangulares é:

S. = 15316/—18, 44°
S. = 15316 cos(—18,44°) + j15 316 sen(—18, 44°)
S, = 14530 — j4845 VA

Portanto, a poténcia ativa é:
P.=14530 W = 114, 53 kW

e a poténcia reativa é:

Q.= —4845VAr ~ —4,85kVAr

A carga é capacitiva (a parte imaginaria da impedancia da carga é negativa), entdo, como espera-
do, o valor da poténcia reativa foi negativo, ou seja, pode-se dizer que a carga fornece uma poténcia
reativa de 4,85 kVAr.

O

Mais discussoes sobre poténcias CA nas videoaulas que seguem, mas s6 vale a pena abandonar o livro
neste momento se vocé tiver muitas davidas, pois o assunto da proxima secao é muito relevante e pode
ser estudado j4 em sequéncia.

Videoaula 11.2 (Poténcias complexa e aparente). Para mais detalhes sobre os conceitos
e equagoes das poténcias complexa e aparente acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/CxLvdIgo2UY



https://youtu.be/CxLvdIgo2UY
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Videoaula 11.3 (Poténcias complexa, aparente, ativa e reativa). Para mais detalhes
sobre comparacao conceitual e relacoes entre equacdes das poténcias complexa e aparente
acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/_V-vNCfIdpY

11.2.1 Fator de poténcia

O contetdo até agora apresentado neste capitulo mostrou que nem toda poténcia que entra em
um dispositivo elétrico gera trabalho. H4 uma parcela, chamada de poténcia reativa, que oscila entre
a fonte e a carga. Esta poténcia é necessaria, pois existe em dispositivos indutivos para gerar o campo
magnético e em dispositivos capacitivos para gerar campo elétrico que sdo meios para se acumular
energia.

Para definir quanto da poténcia de um certo dispositivo gera trabalho, foi criado um indice chamado
fator de poténcia, que é a razdo entre a poténcia ativa (relacionada com o trabalho) e a poténcia
aparente (que é a soma vetorial das poténcias ativa e reativa). Matematicamente, o fator de poténcia
FP é:

FP = L (11.19)
S

Da equagao (IT.I9) pode-se notar que FP pode ser no méximo igual a unidade. Este seria o caso
do dispositivo nao consumir ou fornecer nenhuma poténcia reativa (Q = 0) e assim S = P. No caso
do dispositivo ser puramente indutivo ou puramente capacitivo tem-se que P = 0 e, portanto, FP = 0.

E desejo da concessiondria fornecedora de energia elétrica que as cargas consumidoras possuam
fator de poténcia mais préximo possivel da unidade, pois nessa condicdo particular toda a energia
fornecida seria utilizada para realizar trabalho. Se as cargas possuem fatores de poténcia muito baixos,
significa dizer que os geradores elétricos das usinas conectadas ao sistema elétrico estao operando para
gerar certa quantidade significativa de poténcia que nao sera aproveitada, ja que se FP é baixo, entdo
a poténcia reativa é elevada.

Substituindo-se os valores de poténcias ativa e aparente na equacao (IT.19]), tem-se que:

o 0117 cos(9)
U]
que resulta em

FP = cos(¢) (11.20)

E necessério salientar que o valor do cosseno de angulos positivos ou negativos tem sempre o mesmo
valor, assim tem-se, por exemplo, cos(45°) = 0,707 e cos(—45°) = 0,707. Desta maneira, ndo dd para


https://youtu.be/_V-vNCfIdpY
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identificar pelo valor do fator de poténcia se a carga é indutiva ou capacitiva, pois independe do sinal
de ¢. Geralmente, esta informacao é dada dizendo-se, além do valor, se o fator de poténcia é atrasado
(para o caso de cargas indutivas, pois a corrente é atrasada em relagdo a tenséo) ou adiantado (para
o caso de cargas capacitivas, pois a corrente é adiantada em relagdo a tensao).

Exemplo 11.4. Para uma carga representada por uma impedéancia Z = 5/30° Q) e alimentada por
uma fonte de 127V, determine: as poténcias complexa, aparente, ativa e reativa da carga, bem como
o seu fator de poténcia.

Solucao:
Precisa-se, inicialmente, calcular a corrente que percorre esta carga. Sendo assim tem-se:

- U 1270°

I=_—- = =25,4/-30° A
Z =~ 300 ,4/=30°

Calculada a corrente, pode-se agora calcular a poténcia complexa:

S =UI"=(1270°) x (25,4/430°) = 3225,880° VA = 2793,62 + j1612,90 VA

Da poténcia complexa na forma polar, identifica-se a poténcia aparente e da poténcia complexa
na forma retangular, identifica-se as poténcias ativa e reativa:

S = 3225 8 VA

P =2793,62W

Q = 1612,90 VAr

O fator de poténcia é o cosseno do angulo de poténcia complexa na representacio polar, que é o
mesmo angulo de atraso da corrente em relacdo a tensdo. Sendo assim:

¢ =0,—0; =0—(-30°) = 30°

FP = cos(¢) = cos(30°) = 0,5

Divida P por S e encontrard o mesmo fator de poténcia.
(]

Exemplo 11.5. Para uma carga que é alimentada por uma fonte de tensao alternada de médulo 220V,
que consome uma poténcia ativa de 50kW e possui um fator de poténcia 0,8 indutivo (atrasado),
encontre:

(a) A corrente da carga;

(b) A impedancia que representa a carga;

(c) A poténcia reativa da carga;

(d) A poténcia aparente da carga;

(e) Um diagrama fasorial com tensdo de alimentacdo e a corrente da carga.
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U =2200°V

¢ = 36,87°

-
U=2200°V I. = 284,09/-36,87° A
(a) Circuito elétrico re- (b) Diagrama fasorial.
presentando a carga.

Figura 11.2: Ilustragoes relativas a solugao do exemplo [11.5]

Solugao:

Para auxiliar na solugao deste problema serd utilizado o circuito elétrico da figura [11.2(a) que
mostra a carga sendo representada por uma impedancia Z., a corrente que atravessa a carga sendo
representada por I, e a tensdo de alimentacio sendo representada por U = 2200° V. Nitidamente a
tensdo da fonte é a mesma da carga, portanto U, = U. Note que como nenhum valor de angulo das
varidveis elétricas foi determinado pelo enunciado do exemplo, entdo pode-se escolher o angulo 0° para
a tensdo com o intuito de facilitar as contas.

(a) Lembrando que o fator de poténcia é o préprio valor do cos(¢) = 0,8, o médulo da corrente da
carga é dada pela equagao (I1.4):

P = |Uc||I_c| cos(¢)

_ P,
‘[c‘ - ¢
|Ue| cos(¢)
- 50 000
el = 555 %
220 % 0,8
|I.| = 284,09 A

O angulo ¢ denota o atraso da corrente em relagdo a tensdo. Como a carga é indutiva, entao ¢
é positivo (isto mesmo, o dngulo de atraso é positivo quando a carga é indutiva) e tem valor:

¢ = arccos(0, 8) = 36, 87°

Assim a corrente da carga é: B
I, =284,09/—36,87° A

Vocé poderia encontrar o angulo da corrente com a expressiao: ¢ = 6, — 0;, sabendo que ¢ =
36,87° e 0, = 0° fica facil descobrir que 6; = —36,87°, mas isto é trabalho demais quando se
pode somente interpretar o cenario para descobrir o sinal do &ngulo da corrente.

(b) A impedancia Z. é encontrada por:

B 220 0°
¢ 284,09/-36,87°

Z. = 0,7744/36,87° Q
Z. = 0,620 + j0, 465
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()

(e)

d

A poténcia reativa da carga pode ser encontrada via equagao (IL.7):

Q. = |Uc||fc|sen(¢)

Q. = 220 x 284,09 x sen(36,87°)
Q. = 220 x 284,09 x 0,6

Q. = 37500 VAr

Q. = 37, 5KVAr

Uma maneira alternativa de se encontrar a poténcia reativa é empregando a equagao (L8] como
feito a seguir:

Qe = +XC|I_C|2

Q. = (0,465) x (284,09)>

Q. = 37500 VAr

Q. = 37,5kVAr

Que fique evidente que X, é a reatancia da carga, que é indutiva; por isto o sinal da poténcia
reativa é o +.

A poténcia aparente S da carga pode ser encontrada usando a equagao (IL.IH]), assim tem-se:

S = ’Uchc‘

S =220 x 284,09
S = 62500 VA

S =62,5kVA

Uma maneira alternativa de se encontrar a poténcia aparente é empregando a equagao (IT.IG]),
como feito a seguir:

52:P2+Q2

S =P+ Q?
S = /500002 + 375002
S = 62500 VA

S = 62,5kVA

Como esperado, o valor da poténcia aparente é o mesmo independentemente do método de
célculo utilizado.

O diagrama fasorial solicitado é mostrado na figura|11.2(b)|e pode-se observar que, como a carga
¢ indutiva, a corrente que a atravessa estd atrasada em relagdo a tensdo nos seus terminais. Neste
livro, o angulo ¢ é indicado da corrente para a tensdo, para indicar que ele representa 6, — 6;.

Exemplo 11.6. Um equipamento possui uma poténcia de 500 VA e um fator de poténcia 0, 85 capa-
citivo quando alimentado por uma fonte de tensdo de 220V. Determine o valor da impedancia deste
equipamento.

Solucgao:

Se o fator de poténcia da carga é 0,85 capacitivo, entdo o angulo da carga é:

¢ = —arccos(0,85) = —31,79°
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A poténcia informada é a poténcia aparente do equipamento. Pode-se agora determinar qual a
poténcia complexa do mesmo.

S = S/p =500/~31,79° VA = 424,99 — j263,40 VA
Agora pode-se determinar a corrente que passa pelo equipamento utilizando a equacao (IT12]):

S 500/-31,79°

I'===—=——=227/31,79°A
U 220& ) /7’

Entao: B
I=227831,79°A

Finalmente determina-se a impedancia do equipamento:
U

2200
I 2,27/31,79°

= 96,92/—31,79° Q2 = 82,38 — 551,062

Videoaula 11.4 (Fator de poténcia). Para saber detalhes sobre a influéncia do fator de
poténcia no sistema elétrico acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/eG4C_8SqQYM

11.2.2 Triangulo de poténcias

Uma forma muito comum de se realizar a andlise de poténcias em cargas alimentadas com tensao
e corrente alternadas é desenhando o tridngulo de poténcias. Para compreendé-lo deve-se lembrar que
a poténcia complexa S é representada no plano complexo como mostrado na figura[IT.3l Se ndo mais
for utilizado o plano complexo, pode-se alternativamente representar as poténcias como na figura [[1.4]
de maneira que a forma triangular desta representacdo se chama triangulo de poténcias.

Deve-se salientar que a figura representa as poténcias de uma carga indutiva (Q > 0), e
que se a carga for capacitiva entao o tridangulo de poténcias fica como mostrado na figura (pois
Q <0).

A diferenga angular entre a tensao e a corrente na carga recebe o nome de dngulo de poténcia. Este
angulo de poténcia pode ser chamado também de angulo de carga. Note que este é o mesmo angulo ¢
tratado anteriormente. Apenas recebe denominacoes diferentes a depender do que se estd estudando.
Veja que o triangulo de poténcia é um tridngulo retdngulo cuja hipotenusa é a poténcia aparente S, o
cateto oposto ao dngulo de carga ¢ é a poténcia reativa @) e o cateto adjacente é a poténcia ativa P:
use as relagoes trigonométricas para encontrar variaveis sempre que julgar conveniente.


https://youtu.be/eG4C_8SqQYM
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Q (VAr)
,,,,,,,,,,,,,,,, S=P+;Q (VA)
S (VA) i

N >0 P (W)

Figura 11.3: Poténcia complexa.

P
P <0
S
Q
g Q
>0
P
(a) Tridngulo de poténcias (b) Tridngulo de poténcias
indutivo. capacitivo.

Figura 11.4: Triangulos de poténcias.

Exemplo 11.7. Uma carga, alimentada com uma tensao de 127V, consome uma poténcia ativa de
100kW com um fator de poténcia de 0,92 indutivo. Desenhe o triangulo de poténcias relativo a esta
carga.

Solugao:

Para desenhar o tridngulo de poténcias deve-se saber os valores das poténcias aparente, ativa e
reativa. A poténcia ativa foi dada no enunciado e vale P = 100000 W. A poténcia aparente pode ser
calculada como feito a seguir:

P
FP :§P
5 =Fp
100000
T 0,92
S =108 700 VA
S =108, TkVA

S6 falta a poténcia reativa @, cujo valor pode ser encontrado a partir da expressio S? = P? + Q?,



226 Circuitos Elétricos e Eletrotécnica - Fundamentos e AplicacSes

que pode ser derivada do préprio triangulo de poténcias. Assim, tem-se:

SQ :P2 + Q2
—\/S52 _ p2
@ =/(108 700)2 — (100000)2

Q =42 600 VAr
Q =42, 6kVAr

A ilustragdo do tridngulo de poténcias é mostrada na figura Note que sdo encontradas na
literatura a indicacdo de um tridngulo sem setas (figura [IT.5]) ou com setas (IT.4]) e, portanto, ambas
as formas sdo empregadas neste livro sem haver nenhuma contradigdo. Geralmente, o valor do dngulo
¢ também é representado, apesar de ser desnecessirio a sua representagdo no triangulo, ji que os
valores das trés poténcias ja permitem o cdlculo das outras variaveis. O valor de ¢ é obtido do valor
do FP = cos(¢), ou seja:

¢ = arccos(0,92) = 23,07°

108, 7kVA
42, 6 kVAr

6 = 23,07°
100 kW

Figura 11.5: Tridngulo de poténcias relativo ao exemplo

Videoaula 11.5 (Tridngulo de poténcias). Para mais detalhes sobre o tridngulo de potén-
cia e sua relagdo com as poténcias complexa, aparente, ativa e reativa acesse a videoaula
a seguir:

e https://youtu.be/Y12DGs1FGAY

EI...!FEI
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11.3 Resumo do capitulo

Em circuitos CA torna-se necessario estudar quatro tipos de poténcias: a complexa, a aparente, a
ativa e a reativa. Os conceitos relacionados a elas sdo resumidos a seguir:

o A poténcia ativa é relacionada a realizagdo de trabalho e sua unidade é o watt (W);

e A poténcia reativa é relacionada ao fluxo de poténcia trocado entre a fonte e os demais disposi-
tivos sem a realizagdo de trabalho. Sua unidade é o volt-ampére-reativo (VAr);

e As poténcias complexa e aparente englobam as ativa e reativa. A poténcia complexa faz uso
dos valores das poténcias ativa e reativa como niimero complexo, enquanto que a aparente é o
moédulo da poténcia complexa. Ambas tém como unidade o volt-ampere (VA);

e O fator de poténcia é a relacdo entre as poténcias ativa e aparente, ou seja, diz do total da
poténcia que chegou ao dispositivo quanto foi transformado em trabalho;

e O tridangulo de poténcias é uma representacido grafica das poténcias aparente, ativa e reativa.
Neste triangulo ainda pode ser identificado o dngulo ¢ que é o que permite o calculo do fator de
poténcia (FP = cos(¢)).

Problemas propostos

Problema 11.1. Sabendo que a tensdo nos terminais de uma carga de fator de poténcia igual a 0,9
capacitivo é de 380 ,QOV e que a mesma consome uma poténcia de 5 kW, responda:

(a) Qual o valor do fasor corrente drenada pela carga?
(b) Quais os valores das poténcias complexa, aparente e reativa?
(¢) Desenhe o tridngulo de poténcias da carga.

Problema 11.2. Uma carga é alimentada pelos seus terminais com uma tensdo de 600V e fornece a
rede elétrica 2kVAr e consome 8 kW, responda:

(a) Qual é o valor do angulo de carga?
(b) Qual a impedancia (magnitude e angulo) da carga?
(¢) Desenhe o tridngulo de poténcias da carga.

Problema 11.3. Um motor elétrico monofésico é alimentado com uma tensido de 127V, consome
uma poténcia de 900 W e drena uma corrente elétrica de 12 A. Este motor é do tipo de indugéo, que
possui fator de poténcia indutivo.

(a) Qual o fator de poténcia deste motor?
(b) Qual o valor da poténcia reativa? Ela é consumida ou fornecida pelo motor? Justifique.

Problema 11.4. O tridngulo de poténcias da figura [[T.6] possui os valores de poténcia de uma carga
que é alimentada pelos seus terminais com uma tensao de 380 V.

S

6 kW

Figura 11.6: Triangulo de poténcia.
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(a) Qual o fator de poténcia da carga? O fator de poténcia é indutivo ou capacitivo? Justifique.
(b) Qual a corrente (magnitude e dngulo) drenada pela carga?

(¢c) Qual a impedéancia (na forma retangular) que representa a carga?

Problema 11.5. Para uma carga de impedancia 5+53 2 alimentada por uma tensao de valor 2200° V,
determine:

(a) A corrente da carga;

(b) As poténcias complexa, aparente, ativa e reativa;
(c) O fator de poténcia da carga;

(d) O tridngulo de poténcias da carga.

Problema 11.6. Um motor possui fator de poténcia 0,95 e consome da rede 2000 W. Sabendo que
este motor ¢é alimentado em 220V, determine a impedancia que o representa.

Problema 11.7. Determine as poténcias ativa e reativa de uma carga, sabendo que quando a mesma
é ligada a uma fonte de tensao de 380V, drena desta uma corrente de valor 22/567° A.

Problema 11.8. Desenhe o tridngulo de poténcias para uma carga cujo fator de poténcia é 0,8
atrasado e que quando é alimentada por uma fonte de tensdo de 127V, possui uma poténcia de

500 VA.



Capitulo 12

Sistemas de equacGes com nimeros com-
plexos

12.1 Introducao

No capitulo B foi explicado como solucionar sistemas de equagoes lineares para que no capitulo [6l o
estudante tivesse em mente ferramentas matematicas para auxiliar na solu¢ao de circuitos com técnicas
mais avangadas (andlise de malhas e nodal; teoremas de Thévenin, de Norton e da superposicao; entre
outros métodos). O contetido do presente capitulo apresenta técnicas de solugdo de sistemas lineares
com nuameros complexos para que os métodos de solucdo de circuitos mais complexos sejam melhor
compreendidos posteriormente no capitulo I3 que trata de circuitos CA. Portanto, estude o presente
capitulo cuidadosamente para nao enfrentar dificuldades posteriormente.

12.2 Solucao de sistemas de equacées com niimeros complexos

Dentre as formas de se resolver um sistema linear de equagbes cujos elementos sejam nimeros
complexos, selecionou-se dois métodos: o da igualdade e o da substituicio. O método da adicao,
quando os nimeros que constituem as equacoes do sistema sdo complexos, geralmente é mais dificil
de ser aplicado e, por isto, é pouco utilizado e ndo serd abordado no presente capitulo. O apoio
de uma boa calculadora é importante, mas quem opera deve entender o que ela faz. Para sistemas
lineares muito grandes, com quatro equacoes, as técnicas matriciais sdo mais interessantes e o uso
de calculadoras mais poderosas ou aplicativos de computador que realizem inversées de matrizes sao
desejaveis, mas estes limites de uso sdo impostos pelo seu professor: respeite!

12.2.1 Método da igualdade

O método da igualdade é o mesmo tratado na secao (pégina [79]), portanto, seria conveniente
que o estudante revisasse a se¢do citada. No método da igualdade com sistemas de equagdes com
nimeros complexos o procedimento nao se altera, pois basta isolar a mesma varidvel em ambas as
equacgoes do sistema e igualé-las, como é mostrado no exemplo 1211

Exemplo 12.1. Calcule o valor das incégnitas nos sistemas de equagoes a seguir empregando o método
da igualdade. Obs.: note que qualquer varidvel descrita neste livro com um trago acima indica que a
variavel é complexa, assim X é um nimero real e X é um nimero complexo.

(a) 3f1_— I,=-2 )
=51+ (1 —43)I2 = j5

(b) (3 +j5)(f‘1 — X9 = —2
—421 + (1 = j3)T2 = 3 + ;2

229
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© 3A5°A— B =4+33
—4A+ (6 +45)B = 180°

Solugao:
(a) Isola-se a varidvel I; em ambas as equacdes do sistema. A primeira equacdo do sistema fica:

3L, — I, = =2

31_1 = —2—|—I_2

- 24

I = ; 2 (12.1)

A segunda equagao do sistema fica:
—5I + (1 — §3)I = 45
=511 = (5) = (1 = 73) 12

Agora iguala-se os valores de I; das equagoes [12.T]e[I2.2] e assim é encontrado o valor da variavel

15, como mostrado a seguir:

-2+ 1 _ (J5) — (1 —j3) s
3 -5
=5(=2+ Iz) = 3[(45) — (1 — j3)I2]
10 — 51, = (j15) — (3 — 79) 1>
—5I, + (3 — j9) 15 = (j15) — 10
(=2 —j9) Iy = —10 + j15
. —10 —|-]'15
—-2-739
7o 18,03/123, 69°
27 9,22/-102, 53°

I, =1,96/226,22° = —1,35 — j1,41

(12.3)

Para encontrar o valor de I; pode-se substituir o valor de I (equacio (I23))) na equacio (I2.1))
ou na (I2.2)). Escolheu-se a primeira op¢ao pelo fato de aparentar ser necessario menos célculos.

Prosseguindo para encontrar Iy:

jlz —24 I
3
— —2+(—1,35—j1,41)
I = 3
- — — 41,41
I - 3,353 71,

I, = —1,12 — 50,47

Nao foi exigido que as respostas fossem dadas obrigatoriamente em coordenadas retangulares
ou polares, entdo optou-se pela primeira opgao. Assim, as varidveis que sdo solugoes do sistema

sio: I = —1,12 — j0,47 e I, = —1,35 — j1,41.
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(b) Isola-se a varidvel z; em ambas as equagoes do sistema. A primeira equagdo do sistema fica:

(34 j5)F1 — g = —2
(34 75)71 = —2 + &
_ -2+ T

_—fTTe 12.4
=315 (12:4)

A segunda equagao do sistema fica:

—421 + (1 = j3)T2 = 3 + ;52
—4z1 = (34 452) — (1 — j3) 22

__ B+442) - (1 —353)T

T = — (12.5)

Agora iguala-se os valores de z; das equacoes (I2.4) e (IZ3H]) e encontra-se o valor da varidvel
Ty, como mostrado a seguir:

24T (3+72) — (1 —73)x2
3455 —4
—4(=2 +Z2) = (3+ 75)[(3 + 52) — (1 — j3)Z]
—4(=24 T2) = (34 55)(3 +52) — (3 +45)(1 — j3)Za
8 — 4%y = [9 + j6 + j15 — 10] — [3 — j9 + j5 + 15]Zo
8 —4Zy = (—1 4 j21) — (18 — j4d)Zy
422 + (18 — j4)zo = (=1 +j21) = 8
(14 — j4)Zy = (=9 + j21)
-9+ 521
14— j4
22,85/113, 20°
~ 14,56/—15, 95°
To = 1,56/129,14° = —0,99 + j1,22 (12.6)

Ty =

T2

Substitui-se o valor de Zo (equacao (I2.6])) na equagao (IZ4).

—24 29
3145
—92 4 (—0,99 + 41,22)
3+ 45
2,994 41,22
Tl = -
3+ 35
~ 3,23/157,80°
17 75,8359, 04°
71 = 0,55/98,77° = —0,08 + j0, 55

xr1 =

Tr1 =

Em coordenadas polares a resposta é o par: 1 = 0,5508,77° e 5 = 1,56/129, 14°.

(¢) Como as operagoes iniciais serdo de soma e subtracdo representa-se todos os niimeros em coor-
denadas retangulares, assim:

3/45° = 3cos(45°) + j3sen(45°) = 2,12 + 52,12
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180° = 1cos(30°) + j1sen(30°) = 0,866 + 50,5

Com todos os nimeros complexos representados em coordenadas retangulares, o sistema é:

(2,12 +2,12)A - B =4+ 3
—4A + (6 + 45)B = 0,866 + 50,5

Isola-se a incégita B em ambas as equacdes que formam o sistema. Na primeira delas encontra-se:

(2,124 j2,12)A — B =4+ 53
—B=4+j3-(2,12+;2,12)A
B=—4—33+(2,12+j2,12)A (12.7)

Na segunda equagao do sistema, encontra-se:

—4A + (6 4+ 45)B = 0,866 + 50,5
(64 4§)B = 0,866 + 50,5 + 4A
0,866 + 50,5 + 4A

6 + 4j

B:

(12.8)

Igualando-se os valores de B encontrados nas equagoes (I2.7) e (I2.8) pode-se encontrar o valor
de A, como mostrado a seguir:

0,866 + j0,5 + 4A
6+ 45
(6 4 45)[—4 — §3 + (2,12 + j2,12) A] = 0,866 + 50,5 + 4A
(64 45)(—4 — 73) 4 (6 +45)(2,12 + 52,12) A = 0,866 + 50,5 + 4A
(7,21/33,69°) x (5/—143,13°) + (7,2133,69°) x (345°) x A = 0,866 + jO,5 + 44
36,05/—109,44° 4 21,63/78,69° A = 0,866 + 50,5 + 4A
21,63/78,69°A — 4A = 0,866 + j0,5 — 36,05/—109, 44°
(4,24 + j21,21)A — 4A = 0,866 + 50,5 — (—11,99 — j33,99)
(0,24 + j21,21)A = 12,86 + 534, 49
12,86 + 534,49

—4— 3§34 (2,124 j2,12)A =

A= ‘
0,24 + j21,21
e 36,8169, 55°
21,2189, 35°

A=1,74/-19,80°
A =1,63 - ;0,59

Substituindo o valor de A na equacio (IZ8) e fazendo os devidos célculos, encontra-se:
B=0,72— j0,78

Faca para treinar!

a
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12.2.2 Método da substituicao

O método da substituigdo é o mesmo tratado na segao 3.1l (pagina [7)) e a citada secio deve
ser revisada pelo estudante. O procedimento do método da substituicdo nao se altera pelo fato dos
nimeros serem complexos, pois basta isolar uma varidvel em uma equacao e substitui-la na outra,
entdo o estudante deve compreender o exemplo

Exemplo 12.2. Calcule o valor das incégnitas nos sistemas de equagoes a seguir empregando o método
da substituicdo. Obs.: note que os sistemas de equagdes sdo os mesmos do exemplo [2.1] e, portanto,
as respostas sdo as mesmas. Os cdlculos ndo sdo mostrados em detalhes, pois o estudante ja deve
saber realizar todas as operagdes com nimeros complexos com certa facilidade.

(a) 3f1_— I,=-2 )
=51+ (1 —343)I2 = j5

) | G5 — 72 = -2
—471 4 (1 — j3)Ty = 3 + 42

© 3A5°A— B =4+33
—4A+ (6+4j)B =180°
Solugao:

(a) Primeiramente isola-se uma das incognitas. Escolhendo-se, por exemplo, isolar I; na primeira
equagido, encontra-se:

- -2+
11:% (12.9)

Substituindo-se I; na segunda equacdo:
—5I + (1 — §3)I = j5

—2+1I N
-5 <TQ> + (1 —j3)5 = j5

O estudante pode fazer as operagoes e encontrara:

I =—1,35—j1,41

Na equacio (IZY) substitui-se o valor de I encontrado e pode-se encontrar I; como feito na

sequéncia:
- =24 (—1,35—71,41)
I =
3
Realizando os devidos célculos encontra-se I = —1,12 — 50, 47.

(b) Pode-se isolar o valor de Z3 na primeira equacao do sistema. Assim tem-se:
ZTo = (3+75)x1 +2 (12.10)
Substituindo este valor na segunda equagao do sistema, encontra-se:
—4z1 4+ (1 —33)[(3 4+ jb)z1 + 2] = 3 + 52
Efetuando-se os devidos calculos encontra-se o valor de x1, que é:

Z1 = —0,08 + 0,55
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Substituindo o valor de Z; na equagao (IZ.I0]) encontra-se o valor de Z2, como mostrado a seguir:

Ty = (3 + j5)(0,053 + j0,42) + 2

Fazendo-se os célculos, tem-se que:

Ty = —0,99 + j1,22

(c¢) Pode-se isolar a incégnita A na primeira equagdo do sistema, como feito a seguir:

443+ B

A:
3/45°

(12.11)

A é substituido na segunda equacdo do sistema e assim encontra-se:

443+ B .
| 6+ j4)B = 180°
( 3 /150 )+(+]) B0°

Fazendo os devidos célculos, encontra-se:

B =0,72— j0,78

Substituindo o valor de B na equacio (IZ.II)), encontra-se:

~ 4+ 3§34(0,72 — j0O,78)
A:

3/45°
A =1,63 — j0,59

Videoaula 12.1 (Solu¢&o de sistemas lineares com nimeros complexos). Para ver exem-
plo de solucao de sistema linear que possui niimeros complexos acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/QkRfzUWIJJA
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12.3 Resumo do capitulo

Métodos de solucio de sistemas de equagoes lineares com nimeros complexos foram tratados no
presente capitulo. A forma de resolver é a mesma utilizada para solucionar sistemas lineares com
numeros reais, somente deve-se ficar atento as operagdes com os numeros complexos. Um breve
resumo ¢ feito a seguir:

e No método da igualdade deve-se isolar uma incégnita nas duas equagdes do sistema e igualar
seu valor, assim encontra-se o valor da outra incognita;

e No método da substituicdo deve-se isolar uma incégnita numa equacao e substituir o valor dela
na outra;

Problemas propostos

Problema 12.1. Encontre as solugoes dos sistemas de equagdes a seguir:

(&) A1, + 31, =1
(=5+343)1 + 353, =5

2f1_ + 7f2_: 10
3§31 + 3L =11

(C) 201‘_11—{—/12:
jA1 +34, =9
_—}—I2:

d I

( ) (2+]3)Il+312:2

2+ j3)Vi+ (7= j2)Va =0
i3Vi +j3Vh =4

S~

2+72) +(T—j2)[ =3
1311 + (3 —j2)12 = (2 + j4)

oL o~

(1-j3)X +(2443)Y =1-45
§3X +(2+43)Y =3+ j4



Capitulo 13

Técnicas para solucao de circuitos CA

13.1 Introducao

O capitulo[@] teve como destaques leis, métodos e teoremas que auxiliam os estudantes a solucionar
circuitos CC mais complexos. Agora é o momento de estudar estas mesmas técnicas aplicadas aos
circuitos CA. A diferencga béasica é que agora surgem os nimeros complexos nas operacoes matematicas,
ja que o conceito de fasores é aplicado na modelagem das formas de onda de tensGes e correntes
senoidais. Entao estude com aten¢do para nao errar os muito detalhes que sdo apresentados no
presente capitulo.

13.2 Definicoes

Se o conteudo anterior do presente livro foi compreendido, entdo o estudante ja conhece todos
os conceitos e definigdes necessarios ao entendimento deste capitulo, porém caso ndo lembre deve
reestudar pelo menos as segoes e 63 e revisar os conceitos de: nds, ramos, lagos, malhas e leis de
Kirchhoff. Algumas defini¢bes, por terem caracteristicas particulares em circuitos elétricos alternados
senoidais, sdo tratados novamente na presente secao.

Sentido da corrente Para ilustrar o que serd dito é necessirio que o estudante veja a figura [[3.11
Se a indicacdo da corrente feita coincide com o sentido real da corrente, entdo I, = I = |I|#;.
Se a indicacao feita estd no sentido oposto, entdo o fasor corrente I:y = —1I e deve-se adicionar
ou subtrair 180° (a escolha é do estudante) para representar o fasor em sentido contrario, assim,
I, = |I| By £ 180°. No caso do valor da corrente ser representado em coordenadas retangulares,
se a indicacdo feita coincide com o sentido real da corrente, entdo I, = I, + jI. Caso a indicacio
feita seja em sentido contrario ao sentido real, entdo tem-se que I, = —(I, + jI) = —I, — jI.

Exemplo 13.1. Considere que a corrente I da figura [3.1] possui valor de 5/-25° A e encontre:

(a) O valor da corrente I, em coordenadas polares;
(

)
b) O valor da corrente .fy em coordenadas polares;
(c) O valor da corrente I, em coordenadas retangulares;

(d) O valor da corrente .fy em coordenadas retangulares;

Solugao:

Figura 13.1: Determinacao do valor do fasor corrente.
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(a) O valor da corrente I, é idéntico ao valor de I, pois o sentido indicado de I, coincide com
o de I. Portanto:

I,=1=5/~25°A

(b) O sentido da corrente fy é contrério ao de I, portando deve-se somar ou subtrair 180° ao
angulo de I. Escolhendo a soma dos 180°, encontra-se:

I, =—I=5/-25°4180° = 5/155° A
(c) De inicio encontra-se o valor de I em coordenadas retangulares, que é obtido a seguir:

I =5/-25° = 5cos(—25°) + jhsen(—25°) = 4,53 — j2,11 A

Como o sentido de I, coincide com o de I, entéo:

I,=1=4,53—3211A

(d) Como o sentido de I,, é o oposto ao de I, entdo:

I, =—I=—(4,53 —j2,11) = —4,53 + j2,11 A

d

Polaridade nas fontes de tensao Segue um padrao similar ao caso das fontes de tensdo continua.
A figura auxiliard no entendimento. Se a fonte de tensdo é percorrida da polaridade + para
—, entdo o valor da d.d.p. deve ser representado com o mesmo valor do fasor tensdo U. Porém,
se a fonte de tensdo é percorrida da polaridade — para +, entéo o valor da d.d.p. serda —U. O
estudante deve avaliar a figura[I3.2] pois ela exemplifica o que foi dito: mais uma vez adiciona-se
+180° ao angulo do fasor quando se tem um sinal negativo em frente a ele. Na referida figura
fez-se a escolha por somar 180°.

Polaridade da d.d.p. em impedancias O fasor tensao nos terminais das impedéancias depende de
como ela é percorrida e do sentido da corrente que a atravessa. Para identificar a polaridade
deve-se indicar a polaridade 4+ no terminal da impedancia em que a corrente entra e a polaridade
— no terminal no qual a corrente sai. A d.d.p. é +ZI se a impedéncia é percorrida do terminal
de polaridade + para o de polaridade — (ver figuras [13.3(a)| e [13.3(d)) e é —ZI se a impedancia
é percorrida do terminal de polaridade — para o de polaridade + (ver figuras|13.3(b)| e[13.3(c))).

13.3 Leis de Kirchhoff

As leis de Kirchhoff apresentadas na se¢ao [6.3] sdo validas também para os circuitos CA, bastando
operar os sinais alternados da forma correta. A técnica habitual é usar os fasores complexos para re-
presentacao das tensoes e correntes alternadas do circuito e impedancias para representar os elementos
passivos. A descricdo de como aplicar as leis de Kirchhoff é apresentada na sequéncia.
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U =105V U=10A5°V

OO\ . O .
a O b a I\ b

T~ T

(a) Percorrendo-se a fonte do termi- (b) Percorrendo-se a fonte do ter-
nal a para o b; Uy, = +U = 10/5° V. minal b para o a;Up, = —-U =
10465° V.
U =1045°V U =1045°V

(c) Percorrendo-se a fonte do ter- (d) Percorrendo-se a fonte do termi-
minal a para o b; Uy = —-U = nal b para o a; Upe = +U = 10/15° V.
10/165° V.

Figura 13.2: Determinacao do sinal da d.d.p. nas fontes de tensao a depender de como
as mesmas sao percorridas.

(a) Percorrendo-se a impedancia do (b) Percorrendo-se a impedéncia do
terminal a para o b;Ua, = +Z1. terminal a para o b;Ua, = —Z1.
I Z Z I

(¢) Percorrendo-se a impedancia do (d) Percorrendo-se a impedéncia do
terminal b para o a; Up, = —ZI. terminal b para o a; Up, = +Z1I.

Figura 13.3: Avaliagao do sinal da d.d.p. nas impedancias a depender da indicacao da
corrente e de como as impedancias sdo percorridas.

Primeira lei de Kirchhoff ou lei das correntes Diz que a soma das correntes que entram em um
no ¢é igual a soma das correntes que saem deste mesmo né. Saliente-se que as operacgdes devem ser
feitas com os fasores, ndo se pode, portanto, esquecer o angulo (quado a representagao for polar)
ou a parte imaginéria (quando a representacao for retangular), como mostrado no exemplo

Exemplo 13.2. Qual o valor da corrente I indicada nos circuitos elétricos mostrados na figura [[3.47

Solugao:

O estudante deve lembrar que em circuitos elétricos cujas tenses e correntes sejam senoidais,
os seus valores sdo definidos por um mddulo e um angulo (no caso da representacao ser feita em
coordenadas polares) ou por uma parte real e outra imaginaria (no caso da representacao ser feita
em coordenadas retangulares). Portanto, espera-se que a resposta seja um fasor corrente, ou seja, um
nimero complexo.
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1545° A

10/10° A ]
12/~15° A 8/15° A

Ry

(a) (b)

Figura 13.4: Circuitos elétricos relativos ao exemplo [13.2]

Para solucionar a questio, basta aplicar a lei das correntes de Kirchhoff e o valor de I para o

circuito mostrado na figura [13.4(a)| é encontrado pela expressao a seguir:

Correntes que entram Correntes que saem
—_—

1040° +12/~15° =  1545° + 1

Transformando todos os valores da equagao anterior para coordenadas retangulares, tem-se:

[10cos(10°) + j10sen(10°)] + [12 cos(—15°) + j12sen(—15°)] = [15cos(45°) + j15sen(45°)] + T

(9,85 4 j1,74) + (11,59 — 53,11) = (10,61 + j10,61) + I
I=1(9,854+51,74) + (11,59 — j3,11) — (10,61 + j10,61)
I=10,83— ;11,98 A
I =16,15/-47,87 A

Para o circuito da figura [13.4(b) o valor da corrente I pode ser encontrado a partir da expressao:

Correntes que entram Corrente que sai

> ~~
1125° + 8/15° + 10° + T = 0

Transformando todos os valores da equagao anterior para coordenadas retangulares, tem-se:

[11 cos(25°) + j11sen(25%)] + [8 cos(15°) + j8sen(15°)] 4 [1 cos(0°) + j1sen(0°)] + 1 =0
(9,97 +4,65) + (7,73 +2,07) + (1) + I = 0
I=—(9,97 +4,65) — (7,73 4+ 2,07) — (1)
I =—18,67 — j6,72 A
I =19,87/-160,23 A

Obviamente o fasor 10° A pode ser escrito como 1A, mas foi mantida a forma completa com o
angulo para fins didaticos. Com o passar do tempo o normal é escrever da forma mais compacta nao

escrevendo o angulo quando ele for zero.
O
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Segunda lei de Kirchhoff ou lei das malhas Diz que a soma das d.d.p. de cada ramo que consti-
tui um lago (ou no caso em estudo, uma malha) quando este é completamente percorrida em um
sentido é igual a zero. Saliente-se que as operagdes se dao com fasores e, portanto, sdo operagoes
com numeros complexos, como mostrado no exemplo [13.31

Exemplo 13.3. Calcule o valor das correntes dos circuitos mostrados na figura [[3.5]

720

+ ) + B
100°V @ I =50 12V /\) L .

jAQ
T
. 109
300°V /\) i
A +

40/~15°V

(c)
Figura 13.5: Circuitos elétricos relativos ao exemplo [13.3l
Solugao:

Empregando a lei das tensoes de Kirchhoff resolve-se esta questao. Para o circuito da figura[13.5(a)l,
encontra-se:

—100° +5I; =0
51, = 100°
_ 10 0°
I = 00°
) 5
I1 =20°A

Para o circuito da figura|13.5(b)| encontra-se:

—1200° + j2I5 + 315 + 6 10° = 0
§2I5 431, = 120° — 6/10°
I5(3 + 52) = [12¢c0s(0°) + j12sen(0°)] — [6.cos(10°) + j6sen(10°)]
(3 +72) = 12 — (5,91 + j1,04)
I(3 +42) = 6,09 — 51,04
- 6,09 — 41,04
I = 7———
3452
_ 6,18/-9,69°
> '3,61/33,69°
I, =1,71/-43,38° A
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Para o circuito da figura[13.5(c)| encontra-se:
—300° + j4I3 + 1013 +40/=15° = 0
g4Iz 4+ 1013 = 300° — 40/-15°
I3(10 + j4) = [30 cos(0°) + 530sen(0°)] — [40 cos(—15°) + j40sen(—15°)]
I3(10 + j4) = 30 — (38,64 — j10, 35)

I5(10 + j4) = —8,64 + j10,35

7 _ =864 410,35
BT T104 44
_13,48/129,84°
13 _— e

10,7721, 8°

I3 =1,25/108,04° A

Saliente-se que qualquer nimero complexo na forma |z|0° pode ser escrito como |z|. No presente
exemplo foi mantida a forma completa com o dngulo para fins didaticos. Com o passar do tempo o
estudante deve escrever da forma mais compacta nao escrevendo o angulo quando ele for zero.

O

Videoaula 13.1 (Leis de Kirchhoff - circuitos CA). Para mais detalhes de como utilizar
as 1? e 22 leis de Kirchhoff com tensbes e correntes representadas por fasores acesse a
videoaula a seguir:

e https://youtu.be/wMZHMes9Zxs

13.4 Analise de malhas

A maijor diferenca da andlise de malhas dos circuitos CC para os CA é que neste ultimo caso, deve-
se tratar estas grandezas elétricas como fasores. Portanto, o estudante deve reestudar a secéo [6.4]
dando especial atengdo aos exemplos, assim entenderd melhor o exemplo [[3.4] a seguir. Mas s6 um
lembrete: no método de andlise de malhas escreve-se a equacdo de tensao para cada malha, organiza-
se o sistema de equages e a solucdo deste d4d como respostas as correntes de malha. O sentido das
correntes (na qual as malhas serdo percorridas) pode ser escolhido aleatoriamente pelo estudante.

Exemplo 13.4. Calcule os valores das correntes I, I, e I, indicadas no circuito da figura
Conforme indicam as barras sobre as indicagoes de correntes sdo desejados os fasores correntes. Deseja-
se as respostas na representacgio polar.


https://youtu.be/wMZHMes9Zxs
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Figura 13.6: Circuitos elétricos relativos ao exemplo [13.4l

Solugao:

1. O primeiro passo é identificar as malhas e as correntes circulantes em cada uma delas. A escolha
do sentido da corrente fica por conta do estudante. Escolhendo-se o sentido horario para I; e
I5, como é mostrado no circuito da figura [13.6(b)| passa-se ao segundo passo.

2. Agora deve-se escrever as equacgoes de tensdes para cada malha. Para isso serd utilizada a lei
das tensoes de Kirchhoff. As equagoes de tensdo para cada malha podem ter todos os ntimeros
complexos representados na forma retangular, para facilitar as primeiras operacoes de soma e
subtracao da solucao do sistema de equagoes. Para a malha 1, encontra-se:

—240° + 1L +3(, — L) =0
—240° + I + 3, — 31, =0
~24+ 1L +3L —3l,=0
I +3L — 3L, =24
45 — 3, = 24 (13.1)

A equacao de tensdo para a malha 2 é:

+12/10° + jd4I, +3(Ia — ) + 215, =0
12/10° + jdls + 31y — 311 + 215 = 0
[12cos(10°) 4 j12sen(10°)] + j4lo + 31 — 311 + 215 =0
(11,82 4 52,08) + j4I + 31y — 31, +2I, = 0
(11,82 + j2,08) — 311 + (5 + j4) Iz = 0
31 — (5 + j4) I, = 11,82 + 52,08 (13.2)
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3. As equagoes (I3.1) e (I3.2)) formam um sistema de equagoes, que pode ser organizado como:

(13.3)

41:1 -3, = 24
31 — (5 + j4) I, = 11,82 + 52,08

4. Encontra-se a solucdo de um sistema linear de equac¢oes com niimeros complexos usando o método
da igualdade. Isolando I; na primeira expressiao da equacao (I3.3)):

41 — 31, =24
41 = 315 + 24
- 3L, +24
[t R (13.4)
4
Isolando I; na segunda expressio da equacio (I3.3):
3L — (54 jd) Iy = 11,82 + 52,08
31 = 11,82 4 52,08 + (5 + j4) 15
- 11,82+ 52,08 + (5 + j4)I-
= L8+ 2,08+ 5+ 00 (13.5)

3

Igualando os valores de I; nas equacdes (I3.4) e (I3.5), pode-se finalmente encontrar o valor de
I, como mostrado a seguir:

3L+24 11,82+ 52,08 + (5+ j4) >
i 3
3(31 + 24) = 4[11,82 + j2,08 + (5 + j4) L]
91, + 72 = 47,28 + 58,32 + (20 + j16) 15
915 — (20 + j16) I = 47,28 + 58,32 — 72
(=11 — j16)I5 = 47,28 + 58,32 — 72
(=11 — j16) Iy = —24,72 + j8, 32
- —24,72 + 58,32
27 T (-11 — j16)
I 26, 08/161,40°
19,42/-124, 51°
I, =1,343285,91° A (13.6)

O valor de Is pode ser substituido na equagao (I3.4)) ou na equacao (I3.35]) e assim encontra-se
o valor de I;. Uma simples olhada em ambas evidencia que é mais conveniente que se escolha a
equacao (I3.4]), pois dessa maneira menos cdlculos sdo necessarios. I é encontrado a seguir:
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Além do mais:

Finalmente:

I—l _ 31 + 24
4
- 3(1,343,285,91°) + 24
I = —
(4,029/285,91°) + 24
L = 1
7 [4,029 cos(285,91°) + 74,029 sen (285, 91°)] + 24
1=
4
(1,104 — 53,875) + 24
I = 1
95104 — j3,875
I =
4
25,402/-8,77°
Il - @ @
) 4
I = 6,35/-8,77° A (13.7)

Foi solicitado que fossem encontrados os valores das correntes em 3 ramos do circuito. Obser-
vando os circuitos elétricos mostrados nas figuras [13.6(a)| e [L3.6(b)| é possivel notar que:

I, =1 =6,35/-8,77° A

I, = —I,=—1,343285,91° = 1,343/105,91° A

Nesta ultima equacgao é importante lembrar que o negativo de um fasor pode ser obtido adicio-
nando +180°. No presente caso foi feita a subtragao de 180°.

w="h—-1I
6,35/-8,77° — 1,343 285,91°
w = (6,276 — j0,969) — (0,368 — 51,292)
I, = 5,908 + 50,323 A
I,=5,91/3,13° A

w

13.4.1 Analise de malhas com fontes de corrente

No caso de existir uma fonte de corrente o cenédrio pode ficar mais simples, pois a corrente na

malha podera ser identificada por inspecao, ja que a corrente imposta pela fonte é a propria corrente
da malha. O exemplo [[3.5] auxilia no entendimento do que foi dito. Um caso particular é quando a
fonte de corrente estéd entre duas malhas: neste caso serd usado o conceito de supermalha a ser visto

para o caso CA na secdo [[3.4.2]

Exemplo 13.5. Calcule o valor da corrente I, indicada no circuito da figura 3.7
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Figura 13.7: Circuito elétrico relativo ao exemplo [13.5]

Solugao:

O circuito deste exemplo possui duas malhas. Aquela & esquerda serd chamada de malha 1 e aquela
a direita de malha 2. No decorrer da solugiao, na aplicacao da lei das tensdes de Kirchhoff, considera-se
que ambas as malhas sdo percorridas no sentido horario.

Da analise da malha 1 pode-se concluir que:

I =5580° A
ou, em coordenadas retangulares: -
I} =4,33+j2,5A
Empregando a lei das tensdes de Kirchhoff na malha 2, encontra-se:
—j5I5 +80° + 315 + j4(Is — I;) = 0
Realizando as contas adequadas para organizar melhor a equagdo anterior, encontra-se:
—j4l + (3 —j) I, = -8

Para se encontrar o valor de I pode-se utilizar o método da substituicio, pois o valor de I; foi

encontrado anteriormente. Tem-se assim:

—jaL+(3 — j)I, = -8
—j4 x (4,33442,5) + (3 — j)[o = -8
—j17,324+10 + (3 — j) [, = —8
(3 =)o = —8—10+ 517,32
(3 =)o = —18 4+ 517,32
- —18+ 417,32
Iy =—F——F—
3—J
Que resulta em: B
I, =7,9/154,54° A
cujo valor em coordenadas retangulares é:

I =—-7,13+j3,4A

Do circuito mostrado na figura [[3.7] vé-se que o valor da corrente I, é:

=1 — I
I, = (4,33 + j2,5) — (—7,13 + j3,4)
I, =11,46 — j0,9

I, =11,5/-4,47° A

~
|
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Videoaula 13.2 (Sobre o métode anélise de malhas em circuitos CA). Para mais detalhes
sobre a técnica de andlise de malhas em circuitos CA acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/-DYGOxBgPcU

13.4.2 Supermalha

O conceito de supermalha foi explicado na secao [6.4.3] mas neste momento do curso é necessario
revé-lo, pois nas aplicagoes em CA surgem os nimeros complexos dos fasores tensdo e corrente, além
das impedancias. Porém o conceito de supermalha néo se altera: quando ha uma fonte de corrente entre
duas malhas néao hé como definir a tensdo nos terminais da fonte e por isto se suprime a fonte criando
uma malha ainda maior chamada de supermalha. Outra equacao é obtida via lei de Kirchhoff das
correntes. O uso da supermalha fica mais claro com os procedimento e exemplo que sdo apresentados
na sequéncia.

Procedimento para uso do conceito de supermalha:

1. Identificar as correntes de malha do circuito e seus sentidos (escolhe-se o sentido que quiser,
podendo inclusive selecionar sentidos diferentes entre as malhas);

2. Retirar a fonte de corrente entre duas malhas e seus elementos em série da ilustracdao do circuito;
3. Aplicar a lei de Kirchhoff das tensées na supermalha e demais malhas do circuito;

4. Aplicar a lei de Kirchhoff das correntes num dos nds que se relacione com os elementos retirados
na ilustracdo no primeiro passo. E necessario rever o circuito original sem a retira do trecho que
criou a supermalha;

5. Resolver as equagoes e encontrar as correntes do circuito.

Exemplo 13.6. Calcule o fasor corrente I, indicada no circuito mostrado na figura[13.8(a)] Resolva
o problema considerando os sentidos das correntes de malha I; e I5 ja indicados no referido circuito.

Solugao:

Seguindo as cinco etapas descritas anteriormente:


https://youtu.be/-DYG0xBgPcU
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(a) Circuito original com identificagdo de correntes de malha.
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(b) Circuito apéds a identificagdo da supermalha.
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Figura 13.8: Ilustragao referente ao exemplo [13.6]

1. No préprio circuito original (ver figura|13.8(a)|) ja foram estabelecidos os sentidos das correntes
das malhas um e dois.

2. Com a retirada da fonte de corrente comum as duas malhas o circuito se torna o ilustrado na
figura [(3.5(0)

3. O circuito simplificado tem s6 a supermalha, entdo a equagdo de tensao é:
(24 j3)I; — 127 + 12745° — j2I, = 0
(24 53)I; — 127 + (89,8 + 589,8) — j2I, = 0
(24 53)I; — 37,2+ 89,8 — j2I5 = 0
(24 43)I, — j2I = 37,2 — j89,8 (13.8)
Nao ha outra malha no circuito, mas caso houvesse as equacoes de tensdo deveriam ser escritas.

4. Deve-se encontrar a segunda equacdo utilizando lei de Kirchhoff das correntes de um dos nés
que possuem o trecho retirado do circuito. Por exemplo, o né acima da fonte de 4/~35° A (veja

novamente o circuito original da figura [13.8(a))):

Iy =I; +4/-35°

L —Iy = —4/-35°

I —I = 4/145°

I —I = —3,28 4+ 52,29 (13.9)

5. O ultimo passo ¢é resolver o sistema formado pelas equagoes 133 eim Como foi pedida a

corrente I, (releia o enunc_iado), entdo bastaria encontrar o valor de I3, pois I = I5. Os fasores
correntes de malha sdo: I; = 34,68/—155,11° A e Iy, = 32,85/149,08° A (faga os célculos). A

resposta solicitada é: B B
I, =1, = 32,85/149,08° A
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Videoaula 13.3 (Técnica da supermalha em circuitos CA). Para mais informagoes sobre
o uso da técnica de andlise de malhas quando é necessario utilizar o conceito de supermalha
em circuitos CA acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/AmbgHtr2qkQ

13.4.3 Analise de malhas por inspecao

Assim como explicado nas discussbes sobre circuitos CC, é possivel utilizar o mesmo método
para montagem de uma equacdo matricial para circuitos que possuam apenas fontes de tensdo nao
controladas. Note que esta técnica que se esta apresentando agora em circuitos é também utilizada
nos estudos de disciplinas mais avangadas, como, por exemplo, sistemas elétricos de poténcia (SEP);
caso este contetdo seja cobrado na sua disciplina de circuitos elétricos é bom que preste atencao e
aprenda, pois no futuro serdo trocados apenas nomes e defini¢oes, mas o método serd o mesmo.

Deve-se escrever um sistema matricial com a seguinte forma:

ZI=U (13.10)

As indicagdes em negrito servem para indicar que se trata de matrizes ou vetores. Na equa-

cao (I3.10) tem-se:
e Z representando a matriz impedancia;
e I representado o vetor de correntes de malha;

e U representando o vetor de tensoes.

Tendo eles os seguintes formatos:

Z.w Zyo --- ZIin
Zoy 2oy --- Zon

z=|_ " ) (13.11)
Znv Zno - ZnN

Sendo os elementos da diagonal principal a soma das impedéancias de cada uma das malhas (por
exemplo, Zss é o somatério dos valores de todas as impedancias da malha 3) e os elementos fora da


https://youtu.be/AmbgHtr2qkQ
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diagonal s@o os opostos (sinal trocado) de cada um dos elementos que estdo presente entre as malhas
(por exemplo, Z13 é o oposto da impedancia comum as malhas 1 e 3);

I
_ | L
I=| . (13.12)

Iy

é o vetor com as correntes de malha que se deseja encontrar;
U= (13.13)

é o vetor cujos valores correspondem ao oposto da soma da tensdo das fontes de tensdo de cada uma
das malhas.
A solucdo para este problema é facilmente encontrado realizando a operacao matricial a seguir:

I=2'0 (13.14)

Muita atengao: para que este método possa ser aplicado todas as correntes devem ser indicadas
em um unico sentido (hordrio ou anti-horario). No exemplo a seguir e na videoaula [[3.4] o sentido
horario foi escolhido.

Exemplo 13.7. Encontre as correntes I; e I5 indicadas na figura do exemplo [[3.4] utilizando
como método de solugdo de circuitos a anélise de malhas por inspecao.

Solugao:

Para esta solucdo serd chamada de malha um aquela a esquerda e de malha dois aquela a direita.
Primeiramente serd encontrada a matriz impedancia, que seguindo as orientagoes ja descritas na

presente secdo é:
1+3)  —(3) ] _ l4 -3 ] (13.15)

Z= —(3) (243444 -3 (54 j4)

Encontra-se agora o vetor de tensoes, somando as tensoes das fontes: na presente solugao é adotado
como critério o valor positivo da tensdo quando a fonte é percorrida no sentido da queda de tensao
(do + para o —), entdo é necessério fazer o negativo desta soma. Seguindo na busca pelo vetor tensao
(lembre-se que ambos os sentidos de correntes sdo hordrios!):

— —(—240°) 24 24
_ — - ‘ 13.1
U l—(12[!0°) 12/~170° —11,82 — 52,08 (13.16)

Encontrar as correntes I; e I ficou facil, desde que se saiba a dlgebra matricial ou operar correta-
mente algum software que faca os calculos a seguir:

-1 _
T P 24 I 6,35/-8,77°
. 1 o _ 71 — ) )
I=2"U= l—?, (5 +j4)] x l—11,82 —j2,08] = lb] [1,343/285,9101 (13.17)

Compare estes valores com os encontrados no exemplo [[3.4] e verd que séo idénticos.
O
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Videoaula 13.4 (Anélise de malhas por inspecdo em circuitos CA). Para mais infor-
magodes sobre o uso da técnica de andlise de malhas por inspecao, com exemplo, acesse a
videoaula a seguir:

o https://youtu.be/4qzKeOKjATI

13.5 Analise de nés

A técnica de andlise nodal aplicada em circuitos CC jé foi apresentada na segéo Na presente
secdo serdo brevemente apresentadas as etapas do uso da técnica, pois a unica diferenca no caso dos
circuitos CA ¢é a existéncia dos niimeros complexos nas operag¢oes matematicas.

As etapas para aplicagdo da anélise nodal séo:

1.

3.

Deve-se selecionar um dos N nés do circuito para ser o de referéncia e atribuir tensoes Uy, Us,
.-+, Un_1 aos N — 1 restantes;

. Aplicar a lei de Kirchhoff das correntes para cada um dos N — 1 nés que ndo sejam o de

referéncia. Deve-se ter em mente que quando houver somente uma fonte de tensio entre um né
e o de referéncia, a tensdo deste n6 ao de referéncia ja é a tensao da referida fonte;

Organizar e resolver o sistema de equagdes lineares que surgir das N — 1 equagbes obtidas.

Exemplo 13.8. Calcule, utilizando a técnica de andlise nodal, a tensdo U, indicada no circuito

mostrado na figura [13.9(a)|
Solugao:
Seguindo as etapas descritas anteriormente para sistematizagdo da andlise nodal:

1.

A indicacao do né de referéncia é feita na figura pelo simbolo comumente utilizado para
indicar aterramento, porém, neste caso, ele indica apenas que este n6 é o de referéncia. Na
mesma figura citada encontram-se também as indicagdes dos demais nés (1, 2 e 3) e as tensoes
destes nés em relacio ao de referéncia (Uy, Uy e Us).

Utiliza-se nesta etapa a lei de Kirchhoff das correntes em cada um dos nds. Neste caso a esquerda
de cada uma das igualdades estardo as correntes que entram no né e a direita da igualdade as
correntes que saem. Para o né um:

O
(2+ j4)
Up = (4+j8)V =8,94/63,4° V (13.18)


https://youtu.be/4qzKeOKjATI
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(b) Circuito apés a identificagdo dos nés e tensdes de noés.

Figura 13.9: Ilustragao referente ao exemplo [13.8l

Para o nd dois:
O, (Os—0)
(3-72)  (1-75)
2(3 —52)(1 = j5) = (1 = j5)Ua + (3 = j2)(U2 — Us)
(3 —-72)(1 = j5)
(4 — Ty — (3 — j2)Us = —14 — j34 (13.19)

2 =

Para o noé trés o cenario é bem simples, pois entre ele e o né de referéncia hid uma fonte de
tensao, portanto:

Us = —(12780°)
Us = 127/~150° V (13.20)

3. Trés nés e trés equacdes foram obtidas, mas neste caso duas tensdes (U; e Us) foram obtidas j4
na etapa de desenvolvimento das equagoes de nés. Resta apenas o calculo da tensdo referente ao
n6 dois e isto pode ser feito organizando melhor a equacio (I319) (isolando Us) e substituindo
o valor encontrado na equagao (I3.20). Tudo isto é feito na sequéncia:

(14— j34) + (3 - j2)Us
U, =

(4—47)
(=14 — j34) + (3 — 5j2)(127/=150°)
U = .
(4-47)

Uy ~ — 28,5 — j51V = 58,42/-119,2° V (13.21)
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O enunciado nao solicita que se encontre as tensoes de nés e sim a d.d.p. nos terminais da fonte
de corrente (releia o enunciado). Este valor é encontrado a seguir:

Uy =Up — Uy
Uy, = (4 +58) — (—28,5 — j51)

Uy =32,5+ 759V =67,36/61,2°V

Videoaula 13.5 (Anélise de nés em circuitos CA). Para mais informagdes sobre o uso
da técnica de andlise de nés em circuitos CA acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/514Ck6TBall

13.5.1 Superné

O superné é um cenario particular ja explicado na secao [6.5.0] para o caso de circuitos CC. O
conceito é o mesmo: quando hd uma fonte de tensdo entre dois ndés é impossivel determinar sua
corrente com base somente na sua tensao, pois esta é constante seja qual for o valor da corrente que
circule pela fonte. Apela-se para o supernd, no qual a fonte de tensio e todos os seus elementos em
paralelo sdo suprimidos e posteriormente uma equacao adicional é encontrada empregando a lei de
Kirchhoff das correntes. Siga o procedimento a seguir para utilizar o conceito de superné (vai ficar
mais facil entender acompanhando posteriormente o exemplo [[3.9]):

1. Identificar os nés do circuito e suas tensdes em relacdo ao né de referéncia;

2. Identificar a fonte de tensao e seus elementos em paralelo entre dois nés. Pode-se suprimir da
ilustragao do circuito os dois nés em analise e ilustrar um superno;

3. Aplicar a lei de Kirchhoff das correntes no superné e demais nds do circuito;
4. Aplicar a lei de Kirchhoff das tensdes numa malha que envolva o superné no circuito original;
5. Resolver as equagoes e encontrar as tensoes do circuito.

Exemplo 13.9. Calcule a poténcia ativa do dispositivo modelado pela resisténcia de 5 — 732 no
circuito mostrado na figura . Resolva o problema considerando os nés e tensoes ja indicados
no referido circuito.

Solucgao:


https://youtu.be/5l4Ck6TBalI
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Uy U, /=25 Us
2+ j2Q = 30 U 5—j3Q

(a) Circuito original com identificacio de nés.

l\’
e % CHﬂ
Y -

(b) Circuito ap6s a identificagdo do supernd.

Figura 13.10: Ilustracao referente ao exemplo [13.9

Saliente-se que sempre que for aplicada a lei de Kirchhoff das correntes nesta solucdo serao postas
a esquerda da igualdade as correntes que entram no né e a direita as correntes que saem do referido
nod. Seguindo as cinco etapas descritas anteriormente:

1. No proéprio circuito original (ver figura [13.10(a)|) j& foram estabelecidos os nés 1, 2, 3 e de
referéncia.

2. Com a retirada da fonte de tensao e da resisténcia de 4() que estd em paralelo com ela fica

estabelecido o superné (SN) conforme ilustrado na figura {13.10(b)}|
3. O circuito simplificado tem os nés 1 e SN, entdo as equacoes de corrente sao:

Para o né 1:

O:Ll,+15
(2+352)

Ur = (30 +j30) V (13.22)
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Para o SN:
Us Us
15=—"4+
3 T 5= 3)
15[3(5 — j3)] = (5 — j3)Us + 3U3
3(5 — 73)
(5 — j3)Us + 3Us = 225 — j135 (13.23)

. Sa0 trés os nés no circuito original (excluindo o de referéncia), entdo é necessario encontrar

uma terceira equacdo para solucionar o sistema, pois este precisa ter trés varidveis (tensoes). A
terceira equagao vird da aplicacdo da lei de Kirchhoff das tensées em qualquer malha que envolva
o supernd, porém isto deve ser feito no circuito original (ver ﬁgura. No referido circuito
é escolhida a malha com a fonte de 127/~25° V, a resisténcias de 32 e a impedéancia 5 — 53 ().
A equagdo encontrada apds aplicacio da lei de Kirchhoff das tensoes é:

—Uy +127/=25° + U3 =0
Us — Uz = 127/-25° (13.24)

. Trés equagoes ((13.22)), (I3.23) e (I3.:24)) e trés incdgnitas. Basta solucionar o sistema e encontrar

as respostas (neste caso U ja estd calculado desde a andlise nodal): U; = 42,4345° V, Uy =
75,2/—6,87° V e Us = 60, 25/132,15 V. Nao foram solicitados os célculos destas tensoes e sim
a poténcia ativa relativa a impedancia de 5 — 73 (releia o enunciado) e para isto bastava o
calculo de Us, que é a tensdo nos terminais do referido elemento. A poténcia ativa solicitada
pode ser encontrada da equagdo de poténcia complexa:

= = 2

UJ? |Us| (60,25)° ,
Ss_im = 2 — - — 533,83 — j320,30 VA
6= = "7+ T 5+ 43)  (5+43) s

A poténcia ativa é a parte real da poténcia complexa:

P(5—j3)Q — 533, 83W

Videoaula 13.6 (Técnica do superné em circuitos CA). Para mais informagdes sobre o
uso da técnica de andlise de nés em circuitos CA quando é necessario utilizar o conceito
de superné acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/YmZSaIbe5Dc



https://youtu.be/YmZSaIbe5Dc
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13.5.2 Andlise de nés por inspecao

As técnicas de solucao de circuitos por inspecao criam enormes facilidades, pois olhando o desenho
do circuito pode-se escrever as equagoes a partir de regras, sendo desnecessario entender leis fisicas ou
conceitos mais avangados. Conforme foi detalhada na se¢ao[6.5.2] na qual a mesma técnica foi explicada
para os circuitos CC, a andlise nodal por inspecao s6 é aplicdvel em circuitos que possuam somente
fontes de corrente ndo controladas: entdo se no seu circuito ha fontes de tensdo de qualquer tipo ou
fontes de correntes controladas, o método nédo se aplica. Os mesmos procedimentos sdo aplicdveis em
circuitos CA, porém as matrizes e os vetores que surgem sdo compostos por nimeros complexos e esta
¢é a Unica novidade.

O objetivo é descrever o circuito com a seguinte forma matricial:

YU-=1I (13.25)
As indicagbes em negrito servem para indicar que se trata de matrizes ou vetores. Na equa-
cao (I3:25) tem-se:
e Y representando a matriz admitadncia. Se ndo lembra da definigdo de admitancia volte a se-
cao [10.6.3}
U representando o vetor de tensdes de nés;

e I representado o vetor de correntes de nés.

Tendo eles os seguintes formatos:

Yii Y2 - Yin
Yor Yoo - Yoy

v=| 2 - (13.26)
Yni Yno - Ypyn

Os elementos da diagonal principal sdo obtidos pela soma das admitancias conectadas a cada um dos
nés (por exemplo, Y33 é o somatério dos valores de todas as admitancias do né 3) e os elementos fora
da diagonal sdo os opostos (sinal trocado) de cada uma das admitancias que estdo presente entre os
nés (por exemplo, Y13 é o oposto da admitancia comum aos nés 1 e 3). Saliente-se que neste caso N
(subscrito utilizado nas equagoes (I3:26]), (I3.27)) e (I3.28])) representa o nimero de nds ja tirando o
de referéncia; esta énfase é necessaria, pois em segdes anteriores foi considerado que o circuito tinha
N noés e a quantidade de nés sem ser o de referéncia era N — 1. Repetindo: N no presente caso € o
numero de nos, jd excluindo o de referéncia;

U= (13.27)
é o vetor com as tensbes de nds que se deseja encontrar;

L
I

= |
I

(13.28)

In

é o vetor cujos valores correspondem & soma das correntes dos nés em avaliagdo, sendo as correntes
que entram recebendo sinal positivo e as que saem sinal negativo.
A solugao para este problema é facilmente encontrado realizando a operagdo matricial a seguir:

U=Y I (13.29)
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Exemplo 13.10. Utilize o método de andlise de nds por inspecdo no circuito ilustrado na figura I3.11]
para encontrar as tensoes dos nés enumerados em relagdo ao de referéncia

0,48

Wy

L | 0544058 [2 0,38 3

s \ 77N
X RS WA R

~| ~ ~|- ~|-

1080° A 63 |::|1—j28 GD 20/~30° A

Figura 13.11: Ilustracdo referente ao exemplo 13.10

Solugao:

Estudante, note que os elementos passivos sdo representados por admitancias e que se houvesse
alguma impedancia, seria necessario fazer a inversdo do valor para encontrar a admitdncia corres-
pondente. Fique atento a unidade siemens (S) para garantir que todos os valores apresentados estao
conforme o método exige, ou seja, como admitancias.

Primeiramente serd encontrada a matriz admitancia, que seguindo as orientacbes ja descritas na
presente segao é:

[(0,5 4 0,5) + (0,4)] —[(0,4) + (0,5 + j0,5)] (0)
Y = |—[(0,4) 4+ (0,5 +50,5)] [(0,4) 4 (0,5 + 50,5) 4+ (1 — j2) + (0,3)] —(0,3)
(0) —(0,3) (0,3)
0,9+50,5 —0,9—30,5 0
Y=|-09-505 22-j1,5 -0,3 (13.30)

0 -0,3 0,3

Encontra-se agora o vetor de correntes das fontes de corrente: lembrando, considerar valor positivo
para as correntes que entram e valor negativo para as que saem. Encontra-se entdo:

_ —(1080°) 10A50°
I= (0) = 0 (13.31)
+(20/~30°) 20/~-30°
Encontrar as tensoes de cada um dos trés nés em relagdo ao de referéncia ficou facil, desde que se
saiba a algebra matricial ou operar corretamente algum software que faca os cédlculos a seguir:

0,94+340,5 —0,9-40,5 0 1" [10450°

U=Y'1I=|-09-40,5 22-j1,5 —0,3] x 0 (13.32)
0 —-0,3 0,3 20/-30°
B U 10,87/96,7° V
U= |Uy| = | 4,4783,4°V (13.33)

Us 68,78/—26,7° V
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Videoaula 13.7 (Anélise de nds por inspecdo em circuitos CA). Para mais informagoes
sobre o uso da técnica de analise de ndés por inspecido em circuitos CA , com exemplo,
acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/pPkJILhC2Eg

13.6 Teorema da superposicao

Mais uma vez é importante afirmar que o estudante dedicado ja sabe utilizar o teorema da su-
perposicao, pois o estudou na secao Todos os conceitos se aplicam agora em circuito CA, tendo
como novidade o aparecimentos dos nimeros complexos nas operagoes matematicas, porém o conceito
é o mesmo: ¢é possivel identificar os efeitos de cada uma das fontes individualmente e para isto basta
desligar as demais. Se deseja-se saber o efeito de todas elas ou de algumas delas, basta encontrar os
efeitos individuais e depois somar.

E conveniente reapresentar o procedimento para sistematizar a aplicacdo do teorema da superpo-
sicdo. As fontes que ndo se deseja saber o efeito no circuito no momento devem ser desligadas e isto
significa que:

Fontes de tensao devem ser curto circuitadas;
Fontes de corrente devem ser abertas.

Com as demais fontes desligadas pode-se proceder utilizando qualquer método de andlise de cir-
cuitos ja apresentada para se calcular a tensdo ou corrente no ponto desejado. O uso do teorema da
superposicao ficard mais claro se o estudante acompanhar de forma atenta o exemplo [[3.111

Exemplo 13.11. Utilize o teorema da superposicdo para encontrar a tensdo U nos terminais da
impedancia de 3— 52 ) do circuito mostrado na figura . Deve-se calcular a tensao nos terminais
da referida impedancia criada devido a presenca de cada uma das fontes do circuito e depois realizar
a soma para encontrar o valor de U.

Nota: este circuito é o mesmo do exemplo [I3.8] e, portanto, é possivel comparar as respostas.

Solugao:

Primeiro sera analisada a influéncia da fonte de corrente na tensdo da impedéancia de 3 — j2Q e
para isto as demais fontes do circuito devem ser desligadas. No caso s6 ha uma fonte de tensdo que
deve ser curto circuitada, como pode ser visto na figura . Note nesta figura que a tensao Ul
representa a influéncia da fonte de corrente na impedancia de 3 — j2 (2.


https://youtu.be/pPkJ9LhC2Eg
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(a) Circuito original.
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(b) Circuito apéds o desligamento da fonte de tenséo.

1—45Q
[ 1
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2+j4QD Uy U3—j29 70) 12780° V
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(c) Circuito apds o desligamento da fonte de corrente.

Figura 13.12: Tlustragao referente ao exemplo I13.17}

Qualquer método de analise de circuitos pode ser empregado, mas pode-se resolver mais facilmente
se o conceito de divisor de corrente for utilizad. Procedendo com os calculos:

7 (1-45) )

I3_isg =2

e = <<3—j2><1—j5)
I3 =1,26/—18,4° A

A tensdo U; pode ser encontrada multiplicando a impedéancia pela corrente que flui por ela:

Up = (3—352) x 1,26/~18,4°
U =2,8—353,6V=456/-521°V (13.34)

O préximo passo é identificar a influéncia da fonte de tensdo e isto exige que as demais fontes
estejam desligadas; no caso ha apenas a fonte de corrente a ser aberta, conforme mostrado no circuito

da figura[13.12(c)l Qualquer método de andlise de circuitos pode ser utilizado, mas a tensio Uy pode

ser facilmente encontrada utilizando somente um divisor de tensé(ﬂ Procedendo com os calculos:
- (3-72)
UQ:—[127 Oox( - -
(3-72)+(1—5)
Uy = —31,3 — j47,4V = 56,8/123,4V (13.35)

1 ~ - , <

Se nédo lembra do divisor de corrente estude novamente o contetido da segéo [10.6.2]
2 ~ o . ~ , ~

Se nao lembra do divisor de tensao estude novamente o contetido da secao [[LG.1]
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A tensdo nos terminais da impedancia de 3 — j2 sofre influéncia de ambas as fontes do circuito
e, portanto, o seu valor s6 pode ser calculado usando os resultados mostrados nas equagoes (I3.34])
e (I334). Seguem os calculos finais:

U= Ul + UQ
U=1(2,8—33,6)+ (—31,3 — j47,4)
U=-285—3451V =584/-119,2V
Compare o resultado com o encontrado no exemplo [[3.8] (note que nele a tensdo na impedéancia 3— ;52

é chamada de Us) e verd que a resposta é a mesma.
]

Videoaula 13.8 (Teorema da superposicdo em circuitos CA). Para mais informagoes
sobre o teorema da superposicdo acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/gpwEC8Prwx8

13.7 Teorema de Thévenin

E conveniente que o estudante tenha compreendido a secao[6.7] ja que esta descreve como encontrar
um circuito equivalente de Thévenin para o caso CC. Se entendeu a secdo indicada, entdo pode dar
inicio ao estudo do teorema de Thévenin em circuitos CA.

O teorema de Thévenin diz que um circuito com fontes de tensao e de corrente senoidais pode ser
substituido por outro equivalente que possui apenas uma fonte de tensdo senoidal em série com uma
impedancia. Estas sdo chamadas, respectivamente, de fonte de tensdo de Thévenin e impedéancia de
Thévenin. Os circuitos elétricos da figura [3.13] auxiliam no entendimento das explicagdes dadas na
sequéncia. O circuito original é o da figura e nele estdo identificados os terminais a e b nos
quais pode-se conectar uma carga. Utilizando-se o teorema de Thévenin pode-se simplificar o circuito
e ele ficard como o mostrado na figura O procedimento para se realizar a simplificacdo é
descrito e ilustrado na sequéncia:

1. Deve-se identificar os terminais a partir dos quais deseja-se realizar a simplificacdo. Neste livro
os terminais serao identificados pelas letras a e b;

2. Deve-se separar a parte do circuito que se deseja obter o circuito equivalente de Thévenin a
partir dos terminais a e b, identificados no item anterior. Deste circuito calcula-se o valor da
tensdo Uy, cujo valor é o da fonte de tensdo de Thévenin, ou seja, Upp = Ugp;


https://youtu.be/gpwEC8Prwx8
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a
+ Zry
- +
U, Urn

N b

(a) Circuito elétrico original. (b) Circuito elétrico equiva-
lente de Thévenin.

Figura 13.13: Circuitos elétricos para analise do teorema de Thévenin.

3. Calcula-se a impedancia equivalente de Thévenin Zrj,. Esta é a impedancia equivalente vista a
partir dos terminais a e b do circuito obtido no item anterior quando todas as fontes de tensao
forem curto-circuitadas e todas as fontes de corrente forem abertas;

4. Desenha-se o circuito com a fonte de tensdo de Thévenin e a resisténcia de Thévenin e pode-se
utilizd-lo como um circuito equivalente ao original.

Os exemplos [3.12] e I3 13 ilustram o uso do procedimento descrito.

Exemplo 13.12. Um dispositivo, alimentado por um circuito conforme mostrado na figura
(pagina [262)), pode ser representado por uma impedancia de carga Z.. Este dispositivo permite que
através de uma chave modifique-se suas caracteristicas de maneira que Z. possa assumir dois valores,
que sdo: Z, =2+43j2Q e Z, =4+ j3. Calcule a corrente drenada pelo dispositivo considerando que
a carga pode ter estes dois valores de impedéancia fornecidos. Use o teorema de Thévenin.

Solucgao:

Para solucionar este exemplo serd utilizado o procedimento descrito, conforme feito a seguir:

1. Na figura [13.14(b)| sdo identificados os terminais a e b a partir dos quais deseja-se obter o equi-
valente de Thévenin.

2. A figura|l13.14(c)| mostra o circuito a partir do qual se deseja calcular o equivalente de Thévenin.
O valor da tensao entre os terminais a e b sdo calculados empregando a lei de Kirchhoff das
malhas, que se aplicada no sentido horario, como mostrado na figura [13.14(d)} resultando na
equagao: - -

(440°)I — 10A0° + (320°) I +6 =0
O valor de I é:
i 1040° — 6

4/10° + 320°
I=0,605/10°A

Note que os calculos para encontrar o valor de I ndo foram mostrados passo a passo, pois a esta
altura o estudante ja sabe fazé-los e isto poderia tirar o foco do entendimento da solucdo que
trata do uso do teorema de Thévenin. Por sinal, nesta etapa o interesse é obter a tensdo U,
cuja analise do circuito mostrado na figura permite escrever que:

Uab = (3R0°)1 + 6
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Substituindo o valor de I (que vale 0,605/10° A) encontrado anteriormente, tem-se:

Uab = (3M)I_+ 6
Uawp = (320°) x (0,605/10°) + 6

Uwp = 7,57+ j0,91V = 7,63/6,84 V

Portanto:

Urp = Uy, = 7,57 + 50,91V = 7,63/6,84 V

3. O passo seguinte é calcular o valor de Zry, que é a impedéancia equivalente entre os terminais
a e b se todas as fontes de tensdo forem curto-circuitadas e as fontes de corrente forem abertas
(no presente exemplo ndo ha fontes de corrente). A figura mostra como fica o circuito
elétrico com as fontes curto-circuitadas e dai conclui-se que deve-se associar as impedéncias de
4/10° Q e de 3/20° Q em paralelo, como ¢ feito a seguir:

Zry, = (400%)//(320%)
Zory, — 4/10° x 320°
4/10° + 3/20°
Zop =1,72/15,72° Q = 1,66 + 50,479

4. O circuito original (figura agora pode ser substituido pelo circuito equivalente de
Thévenin mostrado na figura No enunciado deste exemplo foi solicitado o valor da
corrente drenada pela carga com dois valores distintos de impedancia da carga, portanto, a
aplicacao da lei de Kirchhoff das malhas como mostrado na figura permite encontrar a
seguinte expressao:

Z.I.—7,63/6,84 4 (1,72/15,72°)I. = 0

Isolando o valor de I, encontra-se:

_ 7,630,84
¢ Z.+1,72/15,72°

(13.36)

Para encontrar o que foi solicitado no exemplo basta substituir os valores dados de impedéancia
de carga (Z, =2+ j2Q e Z. = 4 + j3Q), como ¢ feito a seguir:

e Para Z., = 2 4 j2€) o valor da corrente drenada pela carga é encontrado com o uso da
equacao (I3.36]). Assim tem-se:
- 7,63/6,84
© " Z.+ 1,72/15,72°
- 7,63/6,84
©T(2+42) +1,72/15,72°
I.=1,73/-27,16° A

e Para Z. = 4+ 53 o valor da corrente drenada pela carga é encontrado com o uso da
equacao (I3.36]). Assim tem-se:
- 7,63/6,84
© " Ze+1,72/15,72°
7o 7,63/6,84
(44 42) + 1,72/15,72°
I.=1,15/-24,66° A
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(a) Circuito elétrico original relativo ao exemplo [I3.12 (b) Circuito elétrico com as indicagbes dos terminais a

partir dos quais sera feita a simplificacao.
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(c) Circuito elétrico que sera simplificado. (d) Empregando a lei de Kirchhoff das malhas.
b A
1,72/15,72° Q
] [ S
7,63/6,84 V
b b

(e) Circuito equivalente de
Thévenin.

(f) Circuito equivalente de Thévenin.

1,72/15,72° Q

7,63/6,84V

)

(g) Circuito equivalente de Thévenin.

Figura 13.14: Circuitos elétricos relativos ao exemplo [13.12l

a

Exemplo 13.13. Determine o circuito equivalente de Thévenin visto dos terminais a e b para o

circuito apresentado na figura [13.15(a)}
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4/-30° Q2 2/60° Q
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4 4/-30° Q2 2/60°
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(a) Circuito elétrico original. (b) Circuito elétrico para encontrar Zry,.
a
6,24/16,1° Q
4
37V
b

(c¢) Circuito elétrico equiva-
lente de Thévenin.

Figura 13.15: Circuitos elétricos relativos ao exemplo 13.13l

Solugao:

Este problema é mais simples, entao sera feito de forma mais resumida. Fazendo a anélise da nica
malha do circuito da figura no sentido horério encontra-se que o valor da corrente circulante
nesta malha é:

I=5A
A tensido de Thévenin é:
UTh:Uab:12+5 x I
Urp, =124 5 x5
Urp =37V

A impedéancia de Thévenin vista dos terminais a e b é encontrada com auxilio do circuito da

figura (13.15(b)l no qual a fonte de corrente esta aberta. Assim sendo tem-se que:

Zrn = Zgp = 2/60° +5
Zorn = 6,24/16,1° Q

O equivalente de Thévenin do circuito mostrado na figura|l3.15(a)|esta desenhado na figura(13.15(c)|
|

13.8 Teorema de Norton

Mais uma vez é recomendado que a aplicagdo em circuitos CC seja estudada anteriormente (se-
¢ao[6.8). Para circuitos elétricos cujas fontes de tensdo ou corrente sejam senoidais, pode-se enunciar
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o teorema de Norton dizendo que um circuito pode ser substituido por outro equivalente que possui
apenas uma fonte de corrente em paralelo com uma impedéancia, chamadas de fonte de corrente de
Norton (cujo valor é representado por I ~) e de impedéncia equivalente de Norton Zy, respectiva-
mente. A figura [6.26]ilustra o teorema, de maneira que o circuito da ﬁguraé substituido pelo

circuito equivalente de Norton na figura |13.16(b

O O T ]

R iXr

Wy T *a

o/ Jb

(a) Circuito elétrico original. (b) Circuito elétrico equivalente de Nor-
ton.

Figura 13.16: Circuitos elétricos para analise do teorema de Norton.

O procedimento para obtencao do circuito equivalente de Norton é descrito a seguir:

1.

Identificar os terminais a partir dos quais deseja-se realizar a simplificacdo. Neste livro os
terminais serao chamados de a e b;

. Separar a parte do circuito que se deseja obter o circuito equivalente de Norton a partir dos

terminais a e b, identificados no item anterior, e curto-circuitéd-los. Encontrar Iy (corrente
de Norton) que é o valor da corrente entre os terminais a e b, se estes terminais estdo curto-
circuitados;

Calcular a impedancia equivalente de Norton Zpy. Esta é a impedancia equivalente vista a
partir dos terminais a e b se todas as fontes de tensdo forem curto-circuitadas e todas as fontes
de corrente elétrica forem abertas. Note que Zpp = Zy;

Desenha-se o circuito com a fonte de corrente em paralelo com a impedancia de Norton e pode-se
utilizd-lo como um circuito equivalente ao circuito original.

Os exemplos [[3.14] e [3.15] mostram aplicagdes do teorema de Norton.

Exemplo 13.14. Resolva novamente o exemplo [[3.12] agora empregando o teorema de Norton.
Solugao
O estudante deve ter lido e compreendido tanto o enunciado quanto a solug¢do do exemplo
para que possa comparar os teoremas de Thévenin e de Norton. A solucdo empregando o teorema de
Norton seguird o procedimento descrito anteriormente nesta secdo, como é mostrado a seguir:

1.

2.

A identificagdo dos terminais é feita na figura [13.17(b)| (pagina [266]);

O passo seguinte é isolar o circuito que se deseja simplificar, curto-circuitar seus terminais (ver
figura [13.17(c)|) e calcular a corrente que circula pelo fio do curto-circuito do terminal a para o
terminal b. Empregando a lei de Kirchhoff das tensées com as correntes indicadas no sentido
horario como mostrado no circuito da figura vé-se que Iy = Ir. A equacdo de tensdo
da malha 1 é:

(440°)1, — 1040° + (320°)(I; — I2) + 6 =0
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d

A equagao de tensdo da malha 2 é:
~6+(320°)(I — 1) =0

Fazendo os cdlculos necessarios para organizar as equacoes de tensdo das malhas 1 e 2 como um
sistema, encontra-se:

{ (6,76 + j1,72)I1 — (2,82 + j1,03) 1> = 3,85 + 51,74 (13.37)

—(2,82 +41,03)I; + (2,82 + j1,03)I, = 6

Na solucao do sistema da equacao (I3.37) ndo é necessario encontrar o valor de Iy, pois ja foi
mostrado que Iy (valor que se esta procurando) é igual a I5. O estudante pode resolver o sistema
de equacgoes lineares como exercicio e deve encontrar o seguinte resultado:

Iy =1I,=4,38 —j0,68A =4,43/-8,82° A

. A impedéancia equivalente de Norton é encontrada da mesma maneira que a impedéancia equiva-

lente de Thévenin, ou seja, deve-se encontrar a impedancia equivalente do circuito mostrado na

figura [13.17(e)l que resulta em:

Zr, = (40%)//(320°)
Zry, =1, 72/15,720 Q=1,66+ 50,478

. Calculados os valores necessérios para representar o circuito equivalente de Norton (figura|13.17(f)))

0 passo seguinte é utiliza-lo com a carga acoplada, como é mostrado na figura O valor
da corrente I, que circula através da impedéancia da carga Z. pode ser encontrado empregando
o conceito de divisor de corrente. A seguir os célculos de I. para os dois valores de impedancia
de carga dados no enunciado.

e Para Z. = 2+ j2¢) o valor da corrente drenada pela carga é encontrado empregando um
divisor de corrente, assim tem-se:

- 1,72/15,72°
11,7215, 72° + (2 + 52)

) x 4,43 /-8, 82°

Fazendo os calculos, encontra-se:
I.=1,73/-27,16° A

e Para Z. = 4+;3 o valor da corrente drenada pela carga também é encontrada empregando
um divisor de corrente, assim tem-se:

- 1,72/15,72°
“ \1,72/15,72° 4 (4 + 53)

) x 4,43 /-8, 82°

Fazendo os céalculos, encontra-se:
I.=1,15/-24,66° A

Como esperado, os resultados das correntes elétrica drenadas pela carga encontrados com o
uso do teorema de Norton foram iguais aos encontrados com o uso do teorema de Thévenin

(exemplo [[3.12)).



266 Circuitos Elétricos e Eletrotécnica - Fundamentos e AplicacSes

1040°V 1040°V
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& & 7
320°Q 3/20° Q2

}4&9 N . Dz 4/10° Q) . N Dz

]

b

(a) Circuito elétrico original relativo ao exemplo 13141 (b) Circuito elétrico com as indicagbes dos terminais a

partir dos quais sera feita a simplificacao.
10/10° V 10/10° V
. .
NS AV
N a N
3/20° Q) 3/20° Q)
o o I_ _f
4/10° Q . 4/10° Q) 1 . 2
6V 6V

b b

(c) Circuito elétrico com os terminais a e b curto-
circuitados.

(d) Empregando a lei de Kirchhoff das malhas.

a

140°0]

1

}1,72/15,7209

L
|

:|3'EQ 4,43/-8,82° AGD

b b
(e) Circuito equivalente de (f) Circuito equivalente de Thévenin.
Thévenin.
a
4,43/-8,82° AGD D 1,72/15,72° D Z.
b

(g) Circuito equivalente de Thévenin.

Figura 13.17: Circuitos elétricos relativos ao exemplo 13.14l

Exemplo 13.15. No exemplo 313 foi solicitado que fosse encontrado o circuito equivalente de Thé-

venin visto a partir dos terminais a e b do circuito mostrado na figura [13.15(a)l Agora é solicitado
que seja encontrado o circuito equivalente de Norton visto dos terminais a e b deste mesmo circuito.
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4/-30°Q 2,60° 2
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(a) Circuito elétrico para se encontrar In. (b) Circuito elétrico equivalente

de Norton.

Figura 13.18: Circuitos elétricos relativos ao exemplo [13.15]

Solucgao:

O circuito mostrado na figura estd com os terminais a partir dos quais se deseja obter o
circuito equivalente de Norton curto-circuitados. O valor da corrente da fonte de corrente de Norton
estd identificada como Iy. Ainda no circuito da figura estao identificadas as correntes de
malha I; e Ir. Uma breve andlise evidencia que Iy = I5. O primeiro passo serd encontrar o valor de
In empregando a andlise de malhas.

Da anélise da malha 1 percebe-se que a corrente I; é igual a corrente da fonte de corrente, assim:

I =5A
Da anadlise da malha 2 pode-se escrever:
(260°)15 +5(Is — I) — 12 =10
Substituindo o valor I; = 5 A na equacdo anterior, encontra-se:
(260°)I5 +5(Is —5) — 12 =0
Dando continuidade ao calculos:

(260°)I5 + 51 — 25— 12 =0
(6,24/16,1°) x I, = 37
I, =5,92/-16,1° A

Para se determinar Zpy deve-se curto-circuitar a fonte de tensao e abrir a fonte de corrente da
mesma maneira que ¢é feito para se encontrar Zrpy. Portanto, Zy ¢é o valor da impedancia equivalente

vista dos terminais a e b do circuito mostrado na figura [13.15(b)| e o seu valor é:
Zy =6,24/16,1° Q

O circuito de Norton é mostrado na figura [13.18(b)
O

13.9 Relacoes entre os teoremas de Thévenin e de Norton

Os teoremas de Thévenin e de Norton sdo empregados para o mesmo propésito, que é transformar
um circuito com muitos elementos em um mais simples que possui uma tnica impedéancia que esta
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em série com uma fonte de tensdo, no caso de ser empregado o teorema de Thévenin, ou que esta
em paralelo com uma fonte de corrente, no caso de ser empregado o teorema de Norton. Conforme
j4 mostrado nas se¢Oes anteriores as impedéncias equivalentes de Thévenin e de Norton sdo iguais,
porém hé também uma relacio entre os valores da tensdao de Thévenin Uzy, e da corrente de Norton
Iy. As relagbes podem ser resumidas como:

{ Zrn=17Zn

13.38
Uryp = ZnIn ( )

Como é evidente na equagao (I3:38]) as impedéancias de Thévenin e Norton sdo sempre iguais. No
exemplo foi encontrado que Uy, = 7,63/6,84V e no exemplo [[3.14] foram encontrados Iy =
4,43/-8,82° A e Zny = 1,72/15,72° Q. Portanto, substituindo os valores na equacao Urn, = ZnIn,
encontra-se:

Urn = (1,72/15,72°)(4,43 /-8, 82°)

Isto resulta em:

Urp = 7,63/6,84V

Conclui-se que, como esperado, pode-se calcular os valores das grandezas tensdo e impedancia de
Thévenin a partir dos valores de corrente e impedéancia de Norton e vice-versa.

Videoaula 13.9 (Teoremas de Thévenin e de Norton em circuitos CA). Para mais de-
talhes de como proceder para encontrar circuitos CA equivalentes de Thévenin e Norton,
com exemplo, acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/GBoJXICRnC8

13.10 Resumo do capitulo

A seguir um breve resumo dos principais métodos tratados no presente capitulo. Qualquer seme-
lhanga com o resumo do capitulo@lndo é mera coincidéncia, pois ambos tratam dos mesmos contetidos,
porém aqui no presente capitulo na versdo para circuitos CA. Segue resumo:

o As leis de Kirchhoff sdo duas: uma diz que o somatério das correntes que entram em um no é
igual ao somatério das correntes que saem deste mesmo né e a outra diz que o somatério das
tensoes de um laco é sempre igual a zero;

o A andlise de malhas é um método que utiliza a lei de Kirchhoff das tensdes para encontrar as
equagoes e depois solucionar o sistema. O resultado obtido é o valor das correntes circulantes
em cada uma das malhas;
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e A analise de nés é um método que utiliza a lei de Kirchhoff das correntes para encontrar as
equagoes e depois solucionar o sistema. O resultado obtido é o valor das tensées em cada um
dos nés em relagdo ao né de referéncia;

o As técnicas de andlises de malha e de nds por inspecido permitem que ao olhar e interpretar o
circuito sejam escritas equagoes matriciais que permitem encontrar todos os valores de correntes
de malha ou tensoes de nés;

e A supermalha e o supernd sio casos particulares das andlises por malha e por nés, respecti-
vamente. A supermalha é utilizada quando hd uma fonte de corrente entre duas malhas e o
superné quando ha uma fonte de tensdo entre dois nos;

¢ Os circuitos equivalentes obtidos utilizando os teoremas de Thévenin e de Norton se relacionam
como descrito pelas equagoes Zpp = Zy e Urp, = ZnyIn. Dessa maneira, o circuito equivalente
de Thévenin pode ser encontrado a partir do circuito equivalente de Norton e vice-versa.

Problemas propostos

Problema 13.1. Determine o valor da corrente I, nos circuitos elétricos mostrados na figura I3.191

Figura 13.19: Circuitos elétricos relativos ao problema [13.1l

Problema 13.2. Determine o valor da corrente I, nos circuitos elétricos mostrados na figura [3.20

11045° V 380,80°V 1100°V

—i-{ | - + | — +{ | =
I, I

. + o]
50 D 1+53Q j20 —— 440 45° V
110@\?r 220@\/Jr
- — - —
2+ 520 14 j6Q

(a) (b)

Figura 13.20: Circuitos elétricos relativos ao problema [13.2l
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Problema 13.3. Para os circuitos elétricos mostrados na figura[I3.21] determine a poténcia complexa
fornecida por cada uma das fontes de tensdo ilustradas. Resolva as questdes utilizando andlise de
malhas, andlise de nés, teorema da superposicdo e também, no caso de ter estudado o assunto, via
analise de malhas por inspecao.

4— 3§20 2+ 730
] ]
(I (I

+ +

8V @ 59 D 5&\//\) +

7 560°0 D 10,80° V /\D D 3/-30° Q

—_1] [ |
3/—45°Q 3/30°Q
(a) (b)

Figura 13.21: Circuitos elétricos relativos ao problema [13.3l

Problema 13.4. Determine o valor das correntes I, I, e I,, no circuito mostrado na figura [13.22]
Resolva as questoes utilizando anélise de malhas, andlise de nds, teorema da superposi¢ao e também,
no caso de ser possivel, via anédlise de malhas por inspecao.

750
1
L]
+ 34529 I,
100° A QD 830°V D 2430 L ,
Iy
I, I,
—L pal] 29 -39
50 n
11045°
I, -
| | 1
L il —
—74Q z —58€Q

(a) (b)

Figura 13.22: Circuito elétrico correspondente ao problema [13.4l

Problema 13.5. Para os circuitos elétricos mostrados na figura[[3.23], determine os circuitos elétricos
equivalentes de Thévenin e de Norton vistos dos terminais a e b.
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Figura 13.23: Circuitos elétricos relativos ao problema [13.5]

Problema 13.6. No circuito mostrado na figura [[3.24] h4 uma carga representada pela impedancia
Z.. Tendo esta informagdo em mente e empregando o teorema de Thévenin ou de Norton, encontre:

(a) O valor eficaz da corrente drenada pela carga em duas situagdes: primeiramente quando ela é
representada por uma impedancia de valor 3+ 512 e depois quando ela é representada por uma
impedéancia de valor 6 + j1€;

(b) O valor eficaz da tensao nos terminais da carga quando ela assume os valores dados anteriormente;
(¢) O valor da poténcia ativa consumida pela carga quando ela assume os valores dados acima;

(d) O valor da poténcia reativa consumida pela carga quando ela assume os valores dados anterior-
mente.
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Figura 13.24: Circuitos elétricos relativos ao problema [13.6l



Capitulo 14

Energia, eficiéncia, correcao de fator de po-
téncia e tarifacao

14.1 Introducao

De posse de um osciloscopio (aparelho de medi¢do que mostra em uma tela a forma da onda da
tensao) qualquer técnico pode verificar que as tomadas das residéncias e comércios possuem tensoes
cuja forma da onda é senoidal. Todos os aparelhos de uso residencial sdo projetados para esta forma de
onda, ainda que alguns deles possuam internamente algum dispositivo que converta tensao senoidal em
continua (é o caso dos computadores, por exemplo). As industrias possuem majoritariamente tomadas
de tensdo alternada, ainda que tenham também tomadas de tensdo continua, pois hd equipamentos
que operam somente em CC. Este capitulo mostra algumas aplicagées de circuitos elétricos cuja
alimentacao é feita com tensdo senoidal, que simplificamos chamando de tensdo CA. Saliente-se que
nao ha detalhamentos, pois as formas de construir e operar equipamentos elétricos sao abordadas em
disciplinas e livros especificos: nosso foco estd nas leis de circuitos, cdlculos de poténcia e estimativa
de custos de energia elétrica.

14.2 Eficiéncia em motor CA

E conveniente estudar um motor elétrico CA elementar para que a eficiéncia seja tratada de forma
mais pratica e, portanto, cause mais entusiasmo para o estudante. O motor elétrico é o dispositivo
feito de nicleos (estator e rotor, que sdo descritos em breve) de ferro ou ago e que transforma energia
elétrica em energia mecanica: na ponta do eixo do motor é conectada a carga mecénica, que pode ser
um ventilador, uma bomba, um compressor, entre outros equipamentos. Dentre os diversos tipos de
motores elétricos monofasicos, um dos mais utilizados é o de inducdo com o rotor tipo gaiola de esquilo
e enrolamento auxiliar com capacitor de partida. A ﬁgura mostra uma representacao elementar
do estator com os dois enrolamentos (principal e auxiliar) e do rotor em gaiola de esquilo. Como as
correntes dos enrolamentos principal e auxiliar sdo senoidais, entdo os campos magnéticos criados por
eles sao pulsantes, porém a soma vetorial deles resulta num campo girante e isto é brevemente descrito
a seguir:

Estator Parte que fica estética (parada) e na qual estdo instalados dois enrolamentos: o principal
e o auxiliar. O principal fica ligado todo o tempo da operagdo, enquanto que o auxiliar, que
opera apenas durante a partida, tem um capacitor conectado em série (ver figura e é
ligado apenas para criar um segundo campo magnético que estard a 90° no espaco para que a
interagdo entre os campos magnéticos dos enrolamentos principal e auxiliar resulte num campo
girante. Para que este campo girante tenha magnitude constante os fasores correntes fprmc e
Iuz devem ter a mesma magnitude e estar defasados em 90°. Néo se consegue estas condicoes
na pratica, mas o capacitor é posto exatamente para criar uma defasagem entre as correntes o

273
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> Enrolamento principal

, Enrolamento auxiliar com capacitor

Rotor gaiola de esquilo

(a) Iustracdo da construgdo do motor de indu¢do monofésico.

e >
ﬂ \ Chave centrifuga

) Enrolamentos principal e auxiliar em paralelo.

Figura 14.1: Motor de inducao monofisico com rotor tipo gaiola de esquilo.

mais proxima possivel deste valor. Veja na ﬁgura que os circuitos principal e auxiliar com
capacitor estao conectados em paralelo, de forma que a tensdo seja a mesma, mas as correntes
sdo defasadas. Na mesma figura estd ilustrada uma chave centrifuga, que é o nome dado ao
dispositivo que abre o circuito auxiliar apds o rotor atingir alta velocidade, deixando somente o
enrolamento principal alimentando o motor em regime permanente. O campo magnético girante
resultante (ilustrado por uma seta na figura [14.1(a)|) gira na chamada velocidade sincrona, que
em rotagoes por minuto é calculada pela expressao ny = 120f /p, sendo f a frequéncia elétrica da
tensao de alimentacdo do motor e p a quantidade de polos magnéticos, que é determinada pela
construcdo da maquina. O caso mais comum é de motores de indugdo monofésicos de quatro
polos: no Brasil, cuja frequéncia da rede elétrica é 60 Hz, resulta numa velocidade sincrona de
ns = 1.800rpm e vocé deve fazer as contas para conferir. Apds o motor partir e o rotor atingir
uma, velocidade proxima a 80% da velocidade sincrona, o enrolamento auxiliar é automaticamente
desconectado pela chave centrifuga;

Rotor E a parte mével (que gira) e em vez de utilizar bobinas feitas com fios, sdo postas no rotor
barras de aluminio curto-circuitadas. O uso das barras torna o rotor mais robusto, ou seja,
mais dificil de quebrar. Os motores elétricos funcionam com base na interacio entre os campos
magnéticos de estator e de rotor. Se, por exemplo, o campo girante criado pelo estator gira
a ny = 1.800rpm, entdo enquanto o rotor estiver girando numa velocidade menor havera fluxo
magnético varidvel atravessando as barras do rotor e, pela lei de Faraday, havera tensao induzida
(e =dg¢/dt # 0) e como o circuito do rotor é curto circuitado, havera corrente por ele, o que cria
um segundo campo magnético. O campo magnético do rotor segue o campo girante do estator,
como se fosse um ima seguindo o outro devido a forca magnética. Esta interagdo entre os campos
cria o torque magnético que faz o rotor girar. Como o campo magnético do rotor sé surge por
causa de uma corrente que ¢é criada por uma tensao induzida, diz-se que este motor é de inducao:
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o nome tem tudo a ver com o seu principio de funcionamento. Note que o rotor nunca alcanca a
velocidade sincrona, pois neste caso as barras do rotor estariam na mesma velocidade do campo
girante do estator e nao haveria tensao induzida, ndo havendo corrente circulante no circuito
do rotor e, portanto, nao havendo campo magnético do rotor para interagir com o do estator e
criar torque. Diz-se que o motor de inducdo opera com escorregamento, que € a forma técnica
de dizer que opera sempre com velocidade do rotor diferente da sincrona. A velocidade do rotor
é comumente representada pela letra n, como mostrado na figura e o0 escorregamento
(slip em inglés) é definido como s = (ns —n)/ns, sendo este indice geralmente abaixo de 0,05 ou
5%. Um escorregamento de 0,025 indica que o rotor esté girando numa velocidade 2,5% menor
do que a velocidade sincrona, por exemplo.

Mais detalhes sdo omitidos, pois o proposito é o de explicar o basico, mas vale a pena citar
que o motor de indu¢do monofasico consegue continuar operando mesmo apds o circuito auxiliar ser
desligado, desde que o rotor ja esteja girando. Existem outras formas de fazer o motor de inducao
monofasico partir, mas aqui foi dada uma breve descrigdo do tipo mais comum, que é popularmente
chamado de motor de indugdo monofisico com capacitor de partida.

O motor de indugdo monofésico estd presente em nossas casas em muitos equipamentos como, por
exemplo, geladeiras, maquinas de lavar roupa, ares condicionados, entre outros. No meio industrial ele
também é utilizado, porém somente para acionar cargas mecanicas de pequena poténcia. As cargas
industriais de elevada poténcia sdo geralmente acionadas por motores de inducao trifisico com rotor
também construido em gaiola. Como o motor de indug¢ao monofésico é muito utilizado, é dada especial
atencdo a ele para tratar da eficiéncia e poténcia consumida por um dispositivo alimentado com tensao
alternada, mas as equacoes de eficiéncia sdo validas para todos os outros dispositivos também.

Como j4 foi tratado na se¢do[[4] a eficiéncia n (também chamada de rendimento) é a relagao entre
poténcia de saida Ps e a poténcia de entrada P., que matematicamente pode ser escrita como:

P,
ou Ny = — x 100 (14.1)

SSIPR

Note que na equagao (I4J]) estdo presentes os valores das poténcias relacionadas com o desenvol-
vimento de trabalho, ou seja, a poténcia de saida (que é a poténcia mecéanica que estd no eixo girando
a carga mecénica) e a poténcia ativa de entrada, que é consumida da rede pelo motor. Parte desta
poténcia ativa consumida pelo motor serd perdida em forma de calor (efeito joule devido & passagem
de corrente nos fios dos enrolamentos, pelo atrito do rotor com outras partes, ventilacdo forcada e
pelas perdas magnéticas). As perdas P, no motor de indugio sao calculadas por:

P,=P.— P, (14.2)

Vale a pena relembrar que o motor de indugdo é construido com enrolamentos e, portanto, seu
fator de poténcia é indutivo: somente na partida hé presenca do efeito do capacitor no enrolamento
auxiliar, mas isto dura alguns segundos até o circuito auxiliar ser desconectado pela chave centrifuga.
Como as equagdes de poténcia monofasica ja foram tratadas no capitulo [[Il o estudante deve estar
preparado para compreender os exemplos [[4.1] e

Exemplo 14.1. Qual é o médulo da corrente elétrica de um motor de indu¢do monofasico alimentado
com uma tensdo de 127V que opera com poténcia de saida (de eixo) 0,5hp, rendimento de 60% e
fator de poténcia de 0,7 indutivo?

Solugao:

De inicio calcula-se o valor da poténcia de saida na unidade watt, assim tem-se:

4
P =0,5hp x ™5, TW = 372,85 W
1hp
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Agora precisa-se calcular a poténcia elétrica de entrada (poténcia ativa consumida pelo motor),
que é:

=7y
P
p=5
7
2
p_ 371285
0,6
P, =621,42W

Finalmente pode-se calcular o médulo da corrente elétrica do motor de inducio (|I]), utilizando
também o valor do fator de poténcia (cos(¢)) e o valor da tensdo em seus terminais (|U|), como
mostrado a seguir:

P, = |U]|I] cos(¢)

- P,
= =
U] cos(¢)
7= 621, 42
127 x0,7
|I| = 6,99 A

a

Exemplo 14.2. Para um motor de indu¢do monofasico alimentado com tensao de 220V e operando
com rendimento de 75%, corrente elétrica de 7,5A e poténcia de saida (de eixo) de 1hp, calcule o
fator de poténcia.

Solugao:

De inicio calcula-se o valor da poténcia de saida em watt, assim tem-se:

745, 7TW

P,=1h
s PX s

= 745, TW

A poténcia ativa consumida pelo motor de induc¢ao monofasico é:

P,

, = — x 100
1% P,
P = P, x 100
%

4 1

p, _ TA5.7 100
75

P, = 994,27 W

Sabendo os valores dos médulos da tensio nos terminais (|U]), da corrente drenada (|I|) e da
poténcia elétrica de entrada (P.), o valor do fator de poténcia (cos(¢)) pode ser encontrado como
mostrado a seguir:

P =|U||I] cos(¢)

P,
) =17

994, 27
c0s(#) = o0 7 5

cos(¢) = 0,6
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Outra maneira de resolver a questdo é utilizando o valor da poténcia aparente do motor (S.): o
subscrito é somente para indicar que é um valor de entrada. Procedendo com os calculos:

S, = |U||I| =220 x 7,5 = 1650 VA

Agora o fator de poténcia pode ser calculado, como mostrado a seguir:

P, 994, 27
cos(¢) = S—e = Teeo = 0,6
e

Videoaula 14.1 (Corrente em motor CA monofasico). Para ver o desenvolvimento dos
calculos de corrente em um motor CA monofésico acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/DHkWwIFDgUY

14.3 Correcao do fator de poténcia

Conforme mostrado nos capitulos [I0 e [l os circuitos elétricos com tensdes e correntes alternadas
podem ter comportamento capacitivo, indutivo ou resistivo. Dentre os dispositivos elétricos, um dos
mais comuns é o motor de inducdo que foi apresentado na secao anterior e que possui comportamento
indutiv. Ha lampadas modernas que usam reatores, que sdo dispositivos bobinados e, portanto,
também possuem fator de poténcia indutivo. Dispositivos como o chuveiro elétrico, fornos elétricos e
as lampadas incandescentes (atualmente proibidas de serem comercializadas devido a baixa eficiéncia)
possuem comportamento puramente resistivo.

Uma instalagdo elétrica com fator de poténcia unitdrio, ou seja, que consuma apenas poténcia
ativa, converte toda a energia elétrica em alguma outra forma de energia. Porém, geralmente as
residéncias, os estabelecimentos comerciais e as indudstrias possuem equipamentos com caracteristicas
indutivas muitas que vezes devem ter o seu fator de poténcia (FP) corrigido. Atualmente apenas
grandes consumidores precisam ter o seu FP corrigido para valores maiores ou iguais a 0,92 para nao
pagar uma taxa adicional, mas este valor de referéncia ainda é uma recomendacdo das normas das
concessionarias de energia elétrica para pequenas instalacoes: caso o FP seja baixo, parte significativa

"Motores sincronos também sdo construidos com bobinas, mas podem ter comportamento indutivo ou capacitivo.
Para o motor de indugdo com rotor em gaiola é corrento afirmar que ele sempre possui fator de poténcia indutivo, pois
tem bobina no estator e enrolamento em gaiola no rotor. Noutras disciplinas mais especificas do seu curso maiores
detalhes serdo apresentados.


https://youtu.be/DHkWw9FDgUY
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da corrente serd drenada pela carga sem gerar trabalho. Veja na equagao a seguir que se o FP (lembre-
se que FP = cos(¢)) é baixo, entdo para uma poténcia ativa constante a corrente drenada pela carga
se eleva:

.
U] cos(¢) |

Para finalizar a discussdo dos motivos pelos quais é desejdvel ter fator de poténcia préximo ao
unitario, pode-se salientar que se todas as cargas possuissem fator de poténcia baixo, elas consumiriam
muita poténcia reativa (que nao realiza trabalho), assim, grande parte da poténcia aparente do gerador
simplesmente ndo serviria para gerar nenhum tipo de beneficio social, pois sua energia nao seria
transformada em produtos ou qualquer outra forma ttil. E desejavel também ter-se menores valores
de corrente elétrica nas linhas de transmissao e de distribuicdo, para que os fios escolhidos sejam
de menor didmetro e, como consequéncia, sejam mais baratos. Se, além da poténcia ativa, a carga
consome muita poténcia reativa, a corrente elétrica drenada e, portanto, que passa pelas linhas de
transmissao e de distribuigdo serdo maiores, o que obrigaria a concessionaria a desenvolver toda a rede
com fios de didmetro maior e mais caros: sdo sempre os consumidores que pagam pelas melhorias que
as concessionarias de energia elétrica fazem, lembre-se disso.

= (14.3)

Entendidos os motivos pelos quais é conveniente que as cargas possuam FP elevado, o contetdo a
ser explorado a partir de agora tratard dos procedimentos para corrigir o FP de uma carga. Muitas
vezes este mesmo procedimento é chamado de compensacdo de reativos, pois deve-se compensar de
alguma maneira o excesso de poténcia reativa consumida por uma carga de baixo FP. Em geral, as
cargas possuem comportamento indutivo, assim sendo, o uso de capacitores é o meio mais comum
para corrigir o FP de uma instalacao.

Seré considerado que a carga é representada por uma resisténcia e por uma reatancia indutiva em
série e é alimentada por uma tensio U = U, sendo que U, é o valor eficaz nominal de tensido para o
qual os dispositivos sdo projetados para operar. Ha duas formas de se aumentar o fator de poténcia:

1. Colocando uma reaténcia capacitiva em série (ndo utilizada na pratica);
2. Colocando uma reatancia capacitiva em paralelo (utilizada na prética).

A primeira opcéo néo é conveniente, pois havera uma queda de tensao sobre a reatincia capacitiva
e a tensdo da carga nao serd a nominal, neste cendrio o dispositivo ndo funcionara adequadamente
(ver ﬁgura. A segunda opcéao é colocar a reaténcia capacitiva em paralelo e neste cenédrio nao
hé alteracdo no valor da tensdo nos terminais da carga, que continuard sendo o valor nominal (ver
figura [14.2(b)).

E necessario, portanto, que se encontre o valor da capacitancia que ligada em paralelo com a carga
forneca uma quantidade de poténcia reativa suficiente para que toda a instalagdo (capacitor e carga)
operem com o valor de fator de poténcia desejado. No caso de se desejar que a instalagdo opere
com fator de poténcia unitario, entdo a poténcia reativa fornecida pelos capacitores deve ser igual
a consumida pela carga. Os procedimentos para a correcdo do fator de poténcia sdo mostrados nos
exemplos [[43] e [44l Na secdo [[44] serd tratado do custo no caso de uma instalagdo néo conseguir
ter seu fator de poténcia maior ou igual a 0, 92.

Exemplo 14.3. Uma instalacdo monofésica, alimentada com uma tensdo de 127V e 60 Hz, consome
20kW com um fator de poténcia de 0,85 atrasado (indutivo). Determine o capacitor que deve ser
posto em paralelo com a instalagdo para que o fator de poténcia seja unitario.

Solugao:
Como se deseja que o fator de poténcia seja unitario, entdo o capacitor deve fornecer a mesma
poténcia reativa ¢, consumida pela carga Q.. O valor do angulo de poténcia ¢ é:

¢ = arccos(0, 85) = 31,79°
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Y/ Z.
R —
]Xcap R ]XL R .]XL
pam et Vot 1/ = T Ul L)
_ - 1,
i e E C i
m _chap
Y )
- U=
Uy, Un
(a) Coenxao do capacitor em série com a (b) Conexao do capacitor em
carga. paralelo com a carga.

Figura 14.2: Conexao do capacitor para correcao do fator de poténcia. O subscrito cap

indica grandezas relacionadas ao capacitor e o subscrito c indica grandezas relacionadas
a carga.

Do tridngulo de poténcias da carga é possivel encontrar o valor de Q.:

tan(g) = %

Q. = tan(¢) x P,

Q. = tan(31,79°) x 20000
Q.= 0,62 x 20000

Q. = 12395 VAr

Este é o valor de poténcia reativa que deve ser fornecido pelo capacitor. Como é conhecida também

a tensdo nos terminais do capacitor, entdo pode-se determinar o valor da reaténcia capacitiva como
mostrado a seguir:

Q — ‘UCGPP
cap Xcap
‘UCGPP
X =
cop Qcap
127)2
Xcap = ( )
12395
Xeap = 1,39

O valor da capacitancia C' depende da frequéncia da alimentacdo, que é 60 Hz. O valor de C pode ser
encontrado através de:
1
Xcap = W
_ 1
Cor fXcap
1
T 2% 7 x 60 x 1,3
C = 0,0020404 F
C =2,04mF

O comum néo é se fabricar um capacitor com o valor de capacitdncia especifico calculado no
projeto. Escolhe-se entre os comercialmente disponiveis que possuem a tensdo nominal desejada,
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aquele que possua capacitancia de valor préximo ao calculado. Obviamente, o capacitor selecionado
nao deve ter capacitdncia muito maior que a calculada, pois neste caso o FP pode ficar excessivamente
capacitivo, nem muito menor que a calculada, sendo o FP pode ficar ainda bastante indutivo. Outra
solucdo é empregar varios capacitores associados para que o valor da capacitancia equivalente seja o
desejado. Quando varios capacitores sdo utilizados em conjuntos chama-se toda a associacao de banco
de capacitores.

O

Exemplo 14.4. Uma instalacdo monofésica, alimentada com uma tensdo de 127V e 60 Hz, consome
25 kW com um fator de poténcia de 0,8 atrasado. Qual o valor da capacitancia do capacitor que deve
ser posto em paralelo com a instalacdo para que o fator de poténcia seja de pelo menos 0,92 atrasado?

Solugao:

Fator de poténcia atrasado é outra forma de se referir ao fator de poténcia indutivo, que possui
fasor corrente atrasado em relagdo ao fasor tensdo. Para solucionar esta questdo precisa-se saber o
valor da poténcia reativa atualmente consumida pela instalacao (Q.4) e o valor da poténcia reativa que
deve ser consumida para que o fator de poténcia fique em 0,92 (Q.p), como ¢é desejado. A diferenca
entre o que é consumido atualmente para o que se deseja é fornecida pelo capacitor (Qcap)-

O valor do angulo de poténcia ¢4 é:

¢4 = arccos(0,8) = 36, 87°

Do tridngulo das poténcias, encontra-se que:

tan(deq) = %A

Qca = Pe x tan(¢pca)

Qea = 25000 x tan(36,87°)
Qea = 25000 x 0,75

Qea = 18750 VAr

E desejado que a carga continue trabalhando da mesma maneira, ou seja, consumindo a mesma
poténcia ativa (j4 que a tensdo nos seus terminais nao é alterada, pois o capacitor é posto em paralelo)
altera-se apenas o valor do fator de poténcia da instalacao que, depois de instalado o capacitor, deve
ser 0,92. Dai tem-se que o valor de ¢.p é:

¢ep = arccos(0,92) = 23,07°

Do tridngulo das poténcias, encontra-se:

tan(¢.p) = Q;D

Qcp = P. x tan(¢cp)

Qep = 25000 x tan(23,07°)
Q.p = 25000 x 0,426

Q.p = 10650 VAr

Como dito, a diferenga entre o valor de poténcia reativa atual (que faz o fator de poténcia ser 0, 8)
e a desejada (que faz o fator de poténcia ser 0,92) tem de ser fornecida pelo capacitor, portanto, Qcap:

Qcap = QCD - QCA
Qeap = 18750 — 10650
Qecap = —8 100 VAr
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Qcap € negativo, pois assim foi definido quando a poténcia é fornecida, o que ocorre com circuitos
capacitivos. Sabendo o valor da poténcia reativa que o capacitor deve fornecer e que o valor da tensao
em seus terminais é de 127V, ja que ele serd ligado em paralelo com a carga, entdo encontra-se o valor
da reatancia capacitiva X.q, a seguir:

U?

Qcap = _fap

U?

Xcap - _QTap
x. (1207
cap (—8100)

Xeap = 1,990

A capacitancia agora pode ser encontrada, como mostrado a seguir:

1

Xcap = W

_ 1

- 27 f Xeap

1

C:2><7r><60><1,99
C =0,00133F
C =1,33mF

Para garantir que o fator de poténcia seja o desejado, o capacitor deve possuir capacitancia maior
ouigual a 1,33 mF, ou seja, C > 1,33 mF. Mais uma vez deve ser lembrado que na sele¢iao do capacitor
deve-se escolher um que opere com tensdo nominal de magnitude de 127V e frequéncia de 60 Hz.

]

Videoaula 14.2 (Correcdo do fator de poténcia em rede CA monofasica). Para ver
o desenvolvimento dos calculos da correcdo do fator de poténcia em rede elétrica CA
monofésica acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/21AyzJ2x7mc



https://youtu.be/21AyzJ2x7mc
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14.4 Energia e tarifacao em sistemas elétricos CA

No capitulo [ foi discutido como calcular o custo de energia elétrica no caso de um consumidor
alimentado em tensdo continua. Estes sistemas CC existem em industrias e de fato é possivel saber
o custo com energia elétrica dos dispositivos alimentados por uma rede CC dentro de uma industria:
muitas delas possuem redes elétricas internas em tensées CC da mesma forma que possuem redes
internas em CA com tensoes diversas, sendo algumas para alimentar prédios administrativos e outras
para alimentar equipamentos industriais. E conveniente, portanto, que se estude como se faz o célculo
do custo de energia elétrica em sistemas CA, inclusive considerando o pagamento de multa pelo baixo
fator de poténcia. Lembre-se que pequenos consumidores ndo pagam estas multas, mas vale como
exercicio ja que a Unica diferenca é a maior poténcia das instalagdes que estdo submetidas a legislacao
que as obrigam a manter o fator de poténcia maior ou igual a 0,92 para ndo pagar a referida multa.

Na pratica as medigoes para fins de tarifacdo se dao em intervalos de 15 minutos em 15 minutos:
os custos parciais sdo somados para se encontrar o custo mensal. Aqui, pelo fato de ser um texto
introdutorio, serd considerado que sao conhecidos os valores médios de consumo dos equipamentos e
que estes valores ndo se alteram durante todo o periodo em avaliacdo. Entdo, tendo o valor médio
da poténcia ativa P das cargas, pode-se calcular a energia elétrica consumida E num periodo At
utilizando a equagdo a seguir:

E=PxAt (14.4)

Tendo em mente que a unidade de energia pela qual os clientes sdo cobrados é o kW x h, entdo deve-se
colocar a poténcia P em kW e o tempo em horas. A tarifa de energia elétrica é cobrada como unidade
monetaria por unidade de energia consumida, entdo no Brasil tem-se a tarifa Trg tem unidade de
R$/(kW x h), assim sendo o custo de energia elétrica Crg é dado por:

Para que o cliente seja desestimulado a operar com baixo F'P existe uma cobranga por con-
sumo/fornecimento excessivo de poténcia reativa. Este valor adicional é calculado de acordo com a
equacao:

0,92
= . —1 14.6
CeXC-R$ CR$ X ( FP ) ( )

A andlise da equagao (IZ£6]) mostra que:

e se FP = 0,92 nenhum custo excedente é cobrado, pois o cliente obedeceu a determinagao nor-
mativa;

e se o FP da instalacdo é menor que o minimo regulamentado, FP < 0,92, entao é cobrado um
valor adicional na conta. Este valor depende também do custo por consumo Cgg, de forma que
quanto mais energia se consome mais se paga pelo baixo fator de poténcia;

e se FP > 0,92 o custo daria negativo, o que pode indicar para alguém desavisado que o consumidor
ganhara dinheiro, mas a equacao sé é valida para FP < 0,92. Entao quando FP > 0,92 nenhum
custo ou ganho é gerado para o consumidor.

Coisa importante: o fator de poténcia que paga pelo excedente é FP < 0,92 indutivo ou capacitivo.
E necessério dar esta énfase, pois a maioria das cargas ¢ indutiva e capacitores sdo empregados para
corrigir o fator de poténcia, porém pode-se ter o caso de cargas muito capacitivas (linhas de trem
elétrico, por exemplo) na qual reatores serdo empregados para corrigir o fator de poténcia neste caso.
Reator é o nome dado ao indutor utilizado em sistemas elétricos de poténcia.

A conta de energia elétrica depende, portanto, do consumo de energia elétrica e do excedente por
baixo fator de poténcia. Pode-se escrever:

Ctotal-R$ = CR$ + Cexc-R$ (147)

Para que o entendimento seja pleno um exemplo é apresentado na sequéncia.
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Exemplo 14.5. Se uma instalagdo residencial consome em média uma poténcia de 25 kW com fator
de poténcia 0,8 indutivo durante 8h/dia (todos os dias), determine o tempo aproximado em meses
para se ter o retorno do investimento, caso se decida corrigir o fator de poténcia para 0,92 indutivo
com um banco capacitivo que custou R$ 6.000, 00.

Dados adicionais:

o Tarifa de energia elétrica de R$0,75/(kW x h);
o Considere que um meés tem 30 dias.

Solugao:

E necessario lembrar que a correcio do fator de poténcia para 0,92 faz com que a economia se dé
exclusivamente sobre o valor pago pelo excesso de consumo de poténcia reativa, mas o consumo de
poténcia ativa continua sendo pago em qualquer cenario. Entdo a busca é pelo valor gasto com este
excedente, pois este valor sera nulo apds FP tornar-se 0,92. A solucéo é feita a seguir em etapas para
melhor entendimento:

1. A energia mensal consumida é:

E=PxAt
h
E = (25kW) x (8— x 30 dias)
dia

E=6000kW x h

2. O custo mensal com energia elétrica consumida é:

Crs = Trg X E

RS0, 75
Cgrs = <kW ” h) X (6000 kW x h)

Crs = R$4.500, 00

3. O custo mensal com excedente de poténcia reativa é:

FP

0,92
s = R$4.500,00 x < 2 1)

Coxe.rs = R$ 675,00

0,92
Cexc—R$ = CR$ X ( - 1>

4. O tempo para retorno do investimento Trpr é obtido dividindo o custo do banco pelo custo
mensal pelo consumo excedente de pot. reativa:

Custo do banco capacitivo em R$

T —
RET Custo mensal do excedente de pot. reativa em R$/més
Custo do banco capacitivo
Trer = c
exc-R$
;o _R$6:000,00
RET ™ R$675,00/més
Topr — 8,89

Trer = 9meses (resposta)
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No enunciado foi pedido o tempo em meses, entdo deve-se aguardar 9 meses para que o retorno se dé:
a resposta ndo é um numero fracionario, deve-se aproximar para o valor inteiro acima. Outra coisa
importante: no mundo profissional utiliza-se a sigla ROI, que em inglés é return on investiment e em
portugués chamamos de retorno sobre o investimento. O tempo para obter o ROI em inglés é chamado
de payback e nao ha um termo curto equivalente em portugués, entdo é comum que seja utilizado no
meio profissional o termo payback mesmo. Se vocé estivesse numa reuniao de negbdcios vocé diria “o
payback é de 9 meses”.

Até o periodo de 9 meses o investimento estda sendo amortizado e a partir deste prazo comega a
se ter ganho financeiro gragas a instalacdo do banco capacitivo. Saliente-se que esta é uma avaliagao
rapida do investimento, pois nao foram considerados os custos de manutencdo do banco e nem a
desvaloriza¢do monetaria (inflagdo), mas d4 uma boa ideia do motivo pelo qual é conveniente investir
na correcao do fator de poténcia.

O

Videoaula 14.3 (Tarifacdo da energia elétrica em rede CA monofasica). Para ver exem-
plo do célculo de conta de energia elétrica em rede elétrica CA acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/_gTbVZQHjpI

14.5 Resumo do capitulo

Um breve resumo dos principais tépicos tratados no presente capitulo é apresentado a seguir:

¢ O motor de indugdo monofasico consome energia elétrica da fonte e desenvolve poténcia mecanica
para acionar uma carga mecanica conectada na ponta do eixo do rotor;

¢ O motor de indugdo monofasico com rotor em gaiola, tipo mais comum, tem fator de poténcia
indutivo;

e Duas cargas que consomem a mesma poténcia ativa terdo correntes diferente, se tiverem fatores
de poténcia diferentes. A de menor fator de poténcia tera maior corrente sendo drenada da
fonte/rede elétrica;

e As normas das concessiondrias de energia elétrica recomendam que o fator de poténcia dos
consumidores seja proximo de um. Grandes consumidores pagam multa se o fator de poténcia
for menor que 0,92 (capacitivo ou indutivo) de acordo com as regras vigentes;

e Os capacitores para correcdo de fator de poténcia sdo instalados em paralelo a carga que se
pretende corrigir o fator de poténcia.


https://youtu.be/_gTbVZQHjpI
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Problemas propostos

Problema 14.1. Qual é o rendimento de um motor de induc¢do monofasico cuja poténcia de saida no
eixo é de 2hp que quando alimentado com uma tensao de 220V drena uma corrente elétrica de 8,9 A
e possui um fator de poténcia de 0, 85.

Problema 14.2. Um motor de tensdo de 220V possui poténcia de perdas de 0,5kW e poténcia de
eixo de 2hp. Sabendo que o motor consome 0, 8kVAr de poténcia da rede, qual é o valor do seu fator
de poténcia?

Problema 14.3. Qual é o valor eficaz da corrente elétrica drenada da rede pelo motor do pro-

blema [14.2]

Problema 14.4. Determine a poténcia complexa de um motor monofédsico que possui poténcia me-
canica de saida de 1hp, rendimento de 85% e fator de poténcia de 0, 75.

Problema 14.5. Um motor monofdsico possui uma poténcia de eixo de 0,5 hp, rendimento de 60%,
fator de poténcia 0,8 e é alimentado com uma tensdo de 220V. Para este motor, determine:

(a) A poténcia ativa consumida da rede;
(b) A poténcia reativa consumida da rede;
(¢) O valor eficaz da corrente elétrica drenada da rede;

Problema 14.6. Uma instalagdo elétrica em 220V e 60 Hz, drena uma corrente elétrica de 12A e
opera com um fator de poténcia de 0,83 (indutivo). Determine o valor da capacitdncia que deve ser
instalada para corrigir o fator de poténcia da instalagao para 0,92 (indutivo).

Problema 14.7. Uma instalacdo elétrica de 5kW possui fator de poténcia 0,87. Sabendo que esta
instalacdo é em 380V e 60 Hz, especifique o valor da capacitdncia do capacitor que faz com que o fator
de poténcia seja unitario.

Problema 14.8. Uma inddstria possui um novo tipo de forno indutivo (utilizado para aquecer e
derreter metais) que opera com fator de poténcia de 0,6 e rendimento de 70%. A poténcia térmica
de saida do forno é de 15 kW. A rede elétrica na qual este forno estd conectado é de 220 V e 60 Hz.

-

E necessario corrigir o fator de poténcia para pelo menos 0,92 indutivo. Se estdo disponiveis para
aquisi¢ao os seguintes modelos de capacitores (todos feitos para a tensado de 220 V), entdo indique
o modelo e as quantidades que devem ser postos em paralelo para deixar o fator de poténcia mais
préximo possivel do fator de poténcia desejado.

Obs.: use 5 casas decimais nas contas.

Modelo A: 430 micro Farad
Modelo B: 330 micro Farad

Modelo C: 230 micro Farad

(a) Trés unidades do modelo A
(b) Duas unidades do modelo B e duas unidades do modelo C
(c) Trés unidades do modelo B e uma unidade do modelo C

(d) Duas unidades do modelo A e uma unidade do modelo C

(e) Trés unidades do modelo C
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Problema 14.9. Uma instalagdo elétrica de uma pequena industria consome 25 kW com fator de
poténcia 0,8 indutivo. Como haverd compras de novos equipamentos decidiu-se corrigir o fator de
poténcia para o valor unitario, de forma que nenhuma multa seja paga ap0ds a colocagao dos capacitores
e nem apoés a chegada dos novos equipamentos. Sabe-se que a tensdo da rede elétrica fornecedora é
de 220 V e 60 Hz. Fazendo as contas com pelo menos 3 casas decimais, determine :

(a) O valor aproximado da capacitancia equivalente que deve possuir o banco capacitivo para corrigir
o fator de poténcia;

(b) O fator de poténcia com o banco capacitivo instalado e com os novos equipamentos que adicionam
5 kW também com fator de poténcia 0,8 indutivo;

Problema 14.10. Uma instalacio residencial consome em média 5kW com fator de poténcia 0,75
indutivo durante 12 h/dia (usada todos os dias). Determine o custo aproximado que deve ter o banco
capacitivo para que o tempo de retorno do investimento seja de 12 meses, sabe-se que a tarifa de
energia elétrica é R$0,80/kW x h.

Problema 14.11. Refaga o problema [[Z10 considerando que a tarifa é de R$0,85/kW x h, que a
instalacdo opera apenas nos dias tteis e que o periodo de retorno desejado é de 18 meses.
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Capitulo 15

Circuitos elétricos trifasicos

15.1 Introducao

Os sistemas de geracdo, transmissdo e distribui¢do de energia elétrica operam empregando os
fundamentos de circuitos trifasicos. No Brasil e nos paises que possuem grandes parques industriais
a maior parte da energia elétrica é consumida por dispositivos elétricos trifasicos de grande porte,
principalmente grandes motores, dai a necessidade de se entender o comportamento de grandezas
elétricas como poténcia, tensdo, corrente, entre outras, em circuitos trifasicos.

15.2 Geradores conectados em estrela (Y) e em triangulo (A)

Na figura [I[5.1] vé-se uma ilustracido de um gerador sincrono trifasico elementar; a palavra trifasico
serd representada de forma compacta por 3® no decorrer do texto, mas vocé pode encontrar o 3f
também noutros documentos técnicos. Ele possui duas partes merecedoras de destaque, que sdo o
estator e o rotor, que possuem nucleos de ago ou ferro e enrolamentos, como descritos a seguir:

Rotor E a parte interna e mével que é girada por uma fonte de poténcia mecénica: pode ser uma
turbina hidraulica ou edlica, um motor a combustdo, entre outras fontes de poténcia motriz.
No rotor é posto o chamado enrolamento de campo, no qual é aplicada a tensdo continua U,..
Circulara nos fios do enrolamento de campo uma corrente continua identificada na figura como
I.., chamada de corrente de campo. Vale a pena ressaltar que o nome campo é uma referéncia
a campo magnético, que pode ser criado com um sistema composto por uma bobina alimentada
por corrente envolta num nicleo de material magnético, geralmente ferro ou ago. A consequéncia
da presenga da corrente em um fio é o surgimento de um fluxo magnético ¢ conforme indicado
na figura [[5.1k a rigor o fluxo é uma grandeza escalar e nao possui sentido, mas é habitual nos
livros indicar o sentido do vetor campo magnético para a variavel fluxo também. As grandezas
descritas como tensdo de campo, corrente de campo e fluxo de campo também sdo conhecidas
como tensdo de excitacdo, corrente de excitacdo e fluro de excita¢do. Se o rotor é girado a uma
velocidade ng (que chamaremos de velocidade sincrona), entao o fluxo que atravessard as bobinas
do estator sera varidvel, o que é explicado a seguir;

Estator E a parte externa e possui este nome pelo fato de ficar estéitica (parada). E no estator que
estao postos os trés enrolamentos que sao concatenados (sdo atravessadas) pelo fluxo de excitagao
gerado pelo enrolamento do rotor. Este fluxo ¢ (que gira na mesma velocidade do rotor) induz
tensao alternada nos enrolamentos do estator. No caso do gerador elétrico mostrado na figura, os
enrolamentos sdo construidos de maneira que fiquem posicionados a 120° um do outro e, assim,
as tensdes induzidas nos enrolamentos do estator estardo também defasadas fasorialmente em
120°. A figura mostra as formas de onda das tensoes induzidas. Esta representacdo no
tempo é utilizada na abordagem inicial, pois os fasores serdo empregados posteriormente nos
calculos das tensoes e correntes.

288
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Figura 15.1: Gerador sincrono 3¢ elementar.

As conexdes dos enrolamentos de estator sdo feitas em Y (também chamada de conexdo em estrela)
ou em A (também chamada de conexao em triingulo) e serao descritas nas proximas segoes.

Uan Upn Uen

Figura 15.2: Ilustragdo das formas de onda de tensdo defasadas 120° uma das outras.

15.2.1 Geradores equilibrados conectados em estrela ou Y

Observe na figura [I5.1] que se os pontos a’, b’ e ¢’ forem conectados forma-se o chamado neutro.
Se as tensbes induzidas nos trés enrolamentos do gerador forem representadas por trés fontes de
tensoes ideais, entdo a representagdo de um gerador trifisico em Y é mostrada na figura |15.3(a)]
Diz-se que o gerador opera com tensoes equilibradas se as tensoes Uan, Upp € Uyy tiverem o mesmo
moédulo (representado por Uy) e estiverem defasadas de 120° uma das outras, como mostrado pela
figura As tensoes Uan, Upp, € Uy, sdo chamadas de tensoes de fase e sdo tomadas entre uma
fase e 0 neutro, sendo este representado pela letra n. Note nesta figura que a sequéncia é abc, ja que
os fasores giram no sentido anti-horario.
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a UCTL
o
b
T + 120° w
Uan U[m ° _
A ~ n 120 .
o)
— 120°
G e c _
o Ubn
(a) Gerador elétrico trifdsico equilibrado com (b) Representagdo fasorial das tensdes de fase em
conexodes em Y um gerador sincrono com conexdes em Y.

Figura 15.3: Gerador sincrono conectado em Y.

Note na figura que cada terminal foi marcado com uma letra, assim tém-se os trés pontos
que representam os terminais das linhas a, b e ¢ e o ponto definido com a letra n é chamado de neutro.
Neste caso o ponto neutro estda diretamente aterrado, porém, pode-se aterrar o neutro de maneira
nao direta (utilizando uma impedancia) ou mesmo nao aterra-lo. Enfatiza-se novamente que o ponto
neutro corresponde a conexdo dos pontos a’, b’ e ¢ das bobinas do gerador mostrado na figura [I5.11
As tensbes podem ser definidas como a seguir:

Tensoes de fase Também chamadas de tensdes de fase-neutro ou linha-neutro. Sdo as tensdes entre
os pontos a, b e ¢ e o ponto neutro. Assim sendo, tém-se trés tensodes de fase, que sdo: Uy, Uy,
e Ugp.

Tensoes de linha Também chamadas de tensoes de fase-fase ou linha-linha, sfo as tensoes entre dois
pontos quaisquer entre os terminais das linhas. Geralmente, sdo consideradas as trés tensoes de
linha, Uab, ch (§ Uca.

Deve ser destacado que se as trés tensdes de fase Uy, Uy, € Ue, sdo equilibradas, ou seja, possuem
mesmas magnitudes e sdo defasadas 120° entre si, entdo as trés tensoes de linha Uy, Upe € Uy também
serdo equilibradas. Porém, faz-se necessario dar destaque a duas informagoes sobre as tensoes de linha
em dispositivos conectados em Y':

1. As tensoes de linha Uy, Upe € Ue, tém magnitudes iguais e de valor U; = V3U t, isto quer dizer
que as tensoes de linha sdo V3 vezes maiores que as tensdes de fase;

2. As tensdes Uy, Up. € U, sdo defasadas 120° uma das outras e defasadas 30° em relagdo as
tensoes de fase, como mostrado na figura [I5.41

Saliente-se que estas relagoes de tensbes de linha e de fase sdo validas para qualquer dispositivo
(gerador ou carga) conectado em Y.

E conveniente que o estudante ja fixe neste momento que a conexao Y permite a criagdo do ponto
neutro, pois é este ponto do circuito que serd aterrado para fins de criacdo de outro condutor, o
condutor de aterramento. Este é muito importante quando se trata de seguranca das pessoas, animais
e equipamentos.
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Uca Ucn U
ab
30°
w
30° _ \
Uan
30°
gbn
ch

Figura 15.4: Representacao fasorial das tensGes de fase e de linha em um gerador sincrono
com conexoes em Y.

15.2.2 Geradores equilibrados conectados em triangulo ou A

Outra forma de se ligar as bobinas de um gerador trifiasico é realizando a conexdo em A, que
é mostrada na figura . Neste caso deve-se verificar na ilustracdo da figura [I5.1] que foram
conectados os pontos @’ com b, b’ com ¢ e ¢ com a. Na conexdo em A ndo ha ponto neutro e,
portanto, nao se pode realizar o aterramento de um circuito nesta configuracao e isto pode ser uma
restricdo do uso deste tipo de conexao. Nota-se que as tensoes induzidas nas fases sao Uap, Upe € Ugq €
sdo, portanto, iguais as tensoes de linha. Diz-se que o gerador elétrico opera com tensoes equilibradas
quando Uy, Up. € Uge tém mesmas magnitudes e sdo defasadas 120° uma das outras, como mostrado
no diagrama fasorial da figura [15.5(b)|

UC(I
a
o
120° w
U — i _ 120° Uab
Uab
L (\) 120°
+ —
m b
A o
-\ +
U ¢ -
be ° Ue
(a) Gerador elétrico trifisico equilibrado com (b) Representacao fasorial das tensdes de fase em um gera-
conexdes em A. dor sincrono com conexdes em A.

Figura 15.5: Gerador elétrico conectado em A.

Para identificar os conceitos mais importantes sobre um dispositivo conectado em A sdo dados
dois destaques:
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1. As tensoes de linha e de fase tém magnitudes iguais, ou seja, U; = Uy;
2. As tensoes Uy, Upe € Uy, sdo defasadas 120° uma das outras.

Foi dito que nao se tem como criar o ponto neutro nesta conexfo: isto é importante e deve ser
fixado pelo estudante, pois este critério é importante na escolha de que tipo de conexao utilizar no
projeto de um equipamento ou sistema elétrico. Lembre-se que é deste ponto neutro que, se aterrado,
cria-se o condutor de aterramento, necessario a seguranca de pessoas, animais e equipamentos. Um
ultimo comentario sobre aterramento: este constitui o ato de conectar de maneira correta uma parte
do circuito ao planeta Terra, local no qual o potencial elétrico é seguro.

Videoaula 15.1 (Gerador trifasico conectado em Y e em A). Para mais detalhes do
gerador sincrono conectado em estrela e em tridngulo acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/cxuRR3LuQZ8

Videoaula 15.2 (Sobre o v/3 de valores de linha). Para saber de onde vem o v/3 dos
valores de linha em relacao aos de fase (tensao de linha no Y e corrente de linha no A)
acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/Z6TEh2QRXos
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15.3 Cargas conectadas em estrela (Y) e em triangulo (A)

15.3.1 Cargas equilibradas conectados em estrela (Y)

Uma carga em Y, conectada conforme mostrada na figura[I5.6] é chamada de equilibrada se as trés
impedéancias sdo idénticas (em magnitude e angulo) ou, no caso das impedancias estarem representadas
na forma retangular, as trés devem possuir os mesmos valores das partes real e imaginaria.

a 1,
o >
b I,
n Zy A%
O
Zy
c I.
o >

Figura 15.6: Carga trifasica equilibrada com conexoes em Y.

Considerando que a carga trifasica equilibrada conectada em Y ¢é alimentada por tensdes equili-
bradas, entdo as correntes que circulam pelas fases I,, I e I. (indicadas na figura [[5.6]) sdo dadas

por:

= Uan Uf,m Uf

I, = _ 210, —I,/—0 15.1
ZY 7zy/92y ZY/ Zy f/ Zy ( 5 )

_ Ubn Uf{—1200 Uf

I = Zbn _ —— _ ) /_190° — =1,/— — 120° 15.2

, = b, 7 /~120° — 0z, = I;/07, — 120 (15.2)

_ Ucn Uf{—2400 Uf

Ic = :7:——240—9 =1¢/-0 _240 15.
Zy ZY/HZY Zy/ 0 Zy f/ Zy 0 ( 5 3)

Sendo que Iy denota a magnitude da corrente de fase. A representacgdo fasorial destas trés correntes e
das tensoes de fase e de linha é mostrada no diagrama fasorial da figura[[5.7] para uma carga indutiva,

ou seja, com corrente atrasada em relacio a tensao.

A anélise do diagrama fasorial da figura [[5.7] permite concluir que uma carga trifasica equilibrada
alimentada por tensoes equilibradas possui correntes equilibradas, ou seja, de mesma intensidade Iy e
defasadas 120° uma das outras. Observe na figura [[5.7 que fica evidente que a carga é indutiva, pois
as correntes de fase estdo atrasadas em relacdo as suas respectivas tensoes de fase. Caso a carga fosse
capacitiva, as correntes de fase estariam adiantadas em relagdo as tensGes de suas respectivas fases.
Vé-se que as correntes de fase estdo defasadas das tensoes de fase pelo angulo da impedéncia.
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Figura 15.7: Representacao fasorial das tensoes e correntes de fase de um dispositivo
conectado em Y.

Pode-se identificar nos dois comentarios a seguir as relagoes mais importantes para um dispositivo
conectado em Y:

1. As correntes de linha e de fase sdo idénticas, ou seja, I,, I, e I, tém magnitudes I; = I 3
2. As tensoes I, I e I, sdo defasadas 120° uma das outras.

Exemplo 15.1. Calcule o médulo das correntes de linha e de fase da carga 3® equilibrada conectada
em Y. A impedéancia da carga é 10 + j3/fase, sabendo que ela é alimentada por tensoes de linha
equilibradas de moédulo 380V.

Solugao:

O circuito mostrado na figura [[5.8] auxiliard na compreensao do enunciado e da solucao.

a |I_a‘
+ © >
U =380V b ||

10+ j3Q
¢ L

O >

Figura 15.8: Relativo ao exemplo 5.1}

No referido circuito estd indicado apenas o modulo da tensdo de linha entre as fases a e b, pois
sabe-se que as demais tensoes de linha também possuem o mesmo médulo (|Up:|=|Ueq|=380V). Os
valores dos moédulos das tensoes de fase também serdo os mesmos, por isso é indicado apenas o valor
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Uy na fase a. A omissao destes valores de tensao descritos tornam a figura mais limpa, o que facilita a
compreensao e também deixa claro que quando se trata de encontrar médulos de grandezas elétricas
em circuitos trifasicos equilibrados, basta fazer a andlise de apenas uma fase, pois nas demais os
moédulos serdo os mesmos. Deve-se lembrar que os dngulos das tensbes e correntes diferem de uma

fase a outra em 120°.
O mdédulo da corrente de fase é encontrado a partir do conhecimento do valor do médulo da tenséo

de fase Uy e do médulo da impedéncia da carga Z.. Ambos serdao calculados na sequéncia.
O médulo da tensdo de fase é:
U, 380

U = ——= ——
SRVERRVE
O médulo da impedancia da carga é:

Z. =102 + 32 =10,440Q

O modulo da corrente que circula na fase “a” tem o mesmo valor das demais fases, portanto,

=220V

Iy = |I,| = |I,| = |I.| e seu valor é:

Up 220
Iy ==L = 22 _ 921 073A
P~ 7.7 10,44 073

O
Exemplo 15.2. Para uma carga trifdsica equilibrada conectada em Y de valor Z. = 5 + j2/fase,
alimentada por uma tensao de fase de 220V, determine:

(a) Os fasores das correntes de todas as linhas;

(b) O diagrama fasorial contendo as tensoes de fase e as correntes de linha.

Solugao
Para solucionar este exemplo nao serd feito o desenho da carga, porém o estudante pode fazé-lo

por conta prépria caso tenha duvida nos calculos feitos a seguir:

(a) Para uma configuragdo de carga em Y, tem-se:

Uan =2200°V

Uy, =220/-120° V

Uen =220/-240° = 220/120° V
Zoan =Zyy = Zien =5+ j2Q

Lembrando que nos dispositivos conectados em Y as correntes de fase e de linha sdo idénticas,

encontra-se:

- ] 2200°
I, =I,, = Uan _ 2200° = 40,85/~21,8° A

Zon 5452
- Upn  220/=120°
I, =1, = =2 = Z——= = 40,85/-141,8° A
b=lon =7~ 51 2 ,85/ ;
- Uy  220/—240°
I.=I., = = —=—— — 40,85/~218,2° A
c cn ch 5+]2 9 / )

(b) O diagrama fasorial relativo aos valores encontrados é mostrado na figura [[5.91 Nesta figura
deve-se observar que, assim como as tensoes, as correntes sdo equilibradas e estdo defasadas
120° uma em relacao as outras. Deve-se observar também que a diferenga angular entre uma
corrente de fase e sua respectiva tensao de fase é igual ao dngulo da carga. Como neste exemplo
a carga ¢ indutiva, a corrente se encontra atrasada em relacio a tensao.
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Figura 15.9: Relativo ao exemplo 15.2l Os valores dos adngulos foram omitidos para
deixar a figura limpa e melhorar a visualizacgao.

a

Videoaula 15.3 (Andlise de cargas conectadas em Y). Para saber mais sobre cargas
conectadas em estrela acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/_-FyTgnnlmc

Corrente elétrica que circula no fio neutro

Em um dispositivo trifdsico conectado em Y que possua fio neutro (aterrado diretamente, aterrado
através de uma impedancia ou ligado a um outro ponto do circuito), qual é o valor da corrente que
circula pelo neutro? Para responder a esta pergunta pode-se avaliar um caso particular cuja conclusao
é aplicdvel a outras situagoes. O caso particular é o de uma carga trifasica puramente resistiva quando
desejamos saber a corrente do condutor de neutro quando este é aterrado via impedancia Zg¢e,, como
mostrado na figura . Utilizando a lei das correntes de Kirchhoff, encontra-se que o valor da
corrente que circula pelo fio neutro I, é:

IL.=L+1+ (15.4)

(e}

Lembrando que trata-se de uma carga trifasica puramente resistiva equilibrada, entdo o diagrama
fasorial é como mostrado na figura |15.10(b)| no qual fica evidente que as correntes de fase e suas
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a 1,
O > =
Ue
b I, i
I
R R
e — — Ua
I, I,
Zater —
R I,
c I,
1 © > -
— Uy
(a) Carga equilibrada resistiva conectada em estrela. (b) Carga equilibrada resistiva conectada
em estrela.

Figura 15.10: Ilustragoes para avaliagcdo da corrente circulante no fio neutro.

respectivas tensbes estdo em fase. Substituindo os valores dos fasores correntes de fase, que podem
ser identificados no diagrama fasorial, na equacao (I5.4]), encontra-se:

I, I Ie
_ —~ /—/; —
I, = Ifﬁ—l-[f/—lQOo +If/—2400

A seguir, transforma-se os valores em coordenadas retangulares, pois isto facilita as operacoes de
soma e subtracao, tem-se que:

fa Ib
I, = Ipcos(0°)+ jlssen(0°) + I cos(—120°) + jlpsen(—120°) +
It cos(—240°) + jlysen(—240°)

P

- 1 V3 1 V3
In = (Ip)+ (=51 =i 1p) + (=51 + 5 1f)
2 2 2 2
O passo seguinte é rearranjar os valores reais e imaginarios e desenvolver os calculos com o propdsito

de simplificar ao maximo o valor da corrente de neutro como feito na sequéncia:

V3 \f

. 1
In = (Iy = 51y = ff) +J(——ff +51f)

Vi, V3

Iy = (Iy —1Iy) +J(—_If + _If)
I, =0+ 40
I,=0

A concluséo clara é que se as correntes de fase (que sao iguais as de linha) séo equilibradas, entao
nao ha corrente circulante no fio neutro. Apesar do calculo ter sido feito para uma carga trifasica
puramente resistiva, o resultado é valido para qualquer dispositivo trifiasico equilibrado e conectado
em Y, seja ele um gerador ou uma carga. Notar que I, = 0 independe do fato do fio neutro estar
diretamente aterrado, aterrado através de uma impedancia ou ligado a um outro ponto do circuito.
No caso do fio neutro estar ligado a qualquer outro ponto do circuito, fica evidente que este fio pode
ser retirado.
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O fio neutro nao precisa estar presente se houver garantias de que a operacio é completamente
equilibrada, porém boa parte dos dispositivos ligados em Y sdo assim conectados pelo fato de que se
a operacao é desequilibrada haverd circulacdo de corrente pelo fio neutro e dispositivos de protecao
(instalados no fio neutro) podem atuar, evitando danos aos equipamentos. Circuitos com cargas
trifasicos desequilibradas sdo tratados no capitulo 16l

Videoaula 15.4 (Corrente no neutro da conexdo Y). Entenda o motivo pelo qual a
corrente no neutro é nula numa conexao em tridngulo equilibrada acessando a videoaula
a seguir:

e https://youtu.be/iE7LhhCvock

[m] 5t [m]

-- -. . -1
J ‘.‘ '

EFH

15.3.2 Cargas equilibradas conectados em triangulo (A)

Uma carga em A, conectada conforme mostrada na figura [[5.11] é dita equilibrada quando as trés
impedéancias sdo idénticas (em magnitude e dngulo). Considerando que a carga trifasica equilibrada
conectada em A é alimentada por tensoes equilibradas, entdo as correntes que circulam pelas fases
sao:

7 Uab Uf,& Uf

I, = — = 0z, =1¢/—0 15.

_ Upe Uy Z—120 Uy o o

I = — = ———=—L/-120" — =1;/— — 12 15.
be Zn  ZaPz, ZA/ 0" = b2, = I3/, 0 (15.6)
- U  Up/=240° Uy

I = = === L 240° — 0y, = 1I;/—05, — 240° 15.7

Observando a figura [[5.11] e usando a lei de Kirchhoff das correntes, encontram-se as correntes de

linha I, I e I., que séo:

I, = Ip—1Ia=V3I;/-0z, —30° (15.8)
Iy = Ipe— Iy = V3Ip/~07, —150° (15.9)
I = Ig— Ipe = V3I;/~07, —270° (15.10)

Pode-se identificar nos dois comentarios a seguir as relagoes mais importantes para um dispositivo
conectado em A:

1. As correntes de linha (I, Iy e I.q) tém magnitudes V/3 maiores que as de fase (I, I e I..), ou
seja, I} = \/gff;


https://youtu.be/iE7LhhCvock
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2. As correntes de linha estao atrasadas 30° em relacao as de fase.

jbc ZA

C o > o

Figura 15.11: Carga trifasica equilibrada com conexdes em A.

Exemplo 15.3. Calcule o médulo das impedancias da carga 3® equilibrada conectada em tridngulo
alimentada por uma tensdo de 440V e que consome uma corrente de 15 A.

Solucgao:
Como o enunciado da questdo nao diz se os valores de tensdo e corrente sdo de linha ou de fase,

entdo deve-se assumir que eles sdo valores de linha e isto é o padrdo para a andlise de dispositivos
trifasicos de qualquer tipo.

Iustragdes podem ajudar melhor o entendimento da questdo (o estudante deve habituar-se a
desenhar os circuitos para melhor entender as relagoes entre as grandezas), assim tem-se o circuito
da figura 0[5.12] na qual sdo destacadas as magnitudes das tensbes e correntes de linhas, além do
modulo da impedéancia Z., que é igual nas trés fases j4 que o enunciado diz que a carga é equilibrada.
Saliente-se que em uma carga em A a tensao de fase é igual a de linha e, portanto:

Up = U =440V

enquanto que a corrente de fase é v/3 menor que a de linha, ou seja:

I I 15
T3
I =8,66A

O modulo da impedancia pode ser calculado a partir dos valores dos modulos da tensdo em seus
terminais e da corrente que a atravessa, que neste caso sdo os médulos da tensdo de fase e corrente de
fase. O valor de Z,. é:

Uy
Z, = =L
C If
44
7, = 440
8,66

Z. = 50,81 /fase
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a
+ © >
[ =15A
Uy =440V +
Uy I Z,
_ Ze
— Ob
1
Ze
C
O

Figura 15.12: Circuito relativo ao exemplo [15.3l

a

Exemplo 15.4. Para uma carga trifasica equilibrada conectada em A, cuja impedancia tem valor de
4 + j3Q /fase e que é alimentada por uma tensao de linha de 380V, determine:

(a) Os fasores das correntes de todas as fases;

(b) Os fasores das correntes de todas as linhas;

(¢) O diagrama fasorial contendo as tensoes de linha, as correntes de linha e as correntes de fase.
Solugao:

(a) As tensoes de fase e de linha s@o idénticas em uma carga em A e seus valores sdo:

Uy = 3800° V

Upe = 380/=120° V

Ueq = 380/=240° V

Portanto, as correntes de fase sao:

7, =Jw _ 38040 76/—36,87 A

@ =z T 4143

- Uy 380/~120°

L, =—% = - —— — 76/—156,87 A
be T 7. 4+ 43 /156,87

— U, 380/-240°

I,=—2%=""—"= —-"76R3,13A
“ 7 4453 83,13

(b) As correntes de linha sdao encontradas através do uso das equagoes (I5.8), (I59) e (I5I0).
Substituindo-se os valores, tem-se que:
Io= Iy — I.q =76/-36,87 — 76,83, 13
. = 131,64/-66,87° A

Iy = Iy. — Iy = 76/-156,87 — 76/—36, 87
I, = 131,64/173,13° A

I.=I.q — Iy, = 7683,13 — 76/—156, 87
I. = 131,64/53,13° A
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an

Figura 15.13: Relativo ao exemplo [15.4l

O diagrama fasorial solicitado é mostrado parcialmente na figura [5.13] e vocé pode completar os
angulos por conta prépria. Deve-se observar que as correntes de linha estao defasadas 120° entre
si e estdo atrasadas 30° em relacdo as correntes de fase. Uma divida comum entre os estudantes
¢é identificar num diagrama como este os angulos, pois é necessario saber que fasor estd na frente
em relacdo a um outro. Pois basta vocé imaginar que ele gira no sentido anti-horario e fixar sua
visualizacdo na referéncia (Angulo zero), que neste caso é onde estd a tensdo Uy,: qual é a ordem de
passagem dos fasores? Veja que serd:

Uanv Iaba faa Ubnv e

Videoaula 15.5 (Anélise de cargas conectadas em A). Para saber mais sobre cargas
conectadas em tridngulo acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/yCX4KHbsAQS



https://youtu.be/yCX4KHbsAQ8
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Videoaula 15.6 (Exemplo: gerador em Y e carga em A). Veja um exemplo de um
gerador conectado em estrela alimentando uma carga conectadas em tridngulo acessando
a videoaula a seguir:

o https://youtu.be/md-RqyeAJ3g

15.4 Poténcias complexa, aparente, ativa e reativa em sistemas trifasicos

Seja em um dispositivo equilibrado conectado em Y ou em A as equacdes de poténcia sdo as
mesmas. Sabendo que para cada uma das fases as poténcias sio:

P1q> = UfIf COS(¢)
Q1o = Uplysen(o)
Sie = Pio + jQ1a

Sie = \/ P4 + Q3 =Usls

Entao as poténcias trifasicas sdo trés vezes maiores e sdo dadas por:

Psp = 3U ;1 cos(¢) (

Q33 = 3Uslgsen(o) (

S3e = P + jQs30 (15.17
(

S3p = \/ P3p + Q35 = 3UsI

Independentemente da conexdo do sistema ser em Y ou em A as poténcias podem ser calculadas
empregando os valores de tensdo e corrente de linha, com as expressoes:

P3¢ = V33U, cos(o) ( )
Q3e = V3UIjsen(¢) (15.20)
S3e = P3o + jQ30 ( )

( )

Sse = \/ P}y + Q34 = V33U

Saliente-se que em cargas trifasicas equilibradas o valor de cos(¢) é o valor do fator de poténcia
e tem a mesma definicdo do caso monofésico, pois é a razdo entre as poténcias ativa e aparente do
dispositivo dado por:
_ Do

FP =
S3o

(15.23)


https://youtu.be/m4-RqyeAJ3g
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O valor de ¢ representa o dngulo de atraso da corrente de uma fase em relagdo a tensdo de
sua respectiva fase e também representa o angulo entre as poténcias ativa e aparente no tridngulo
de poténcias. Estas defini¢des sobre o dngulo ¢ ficardo mais evidentes no decorrer deste capitulo,
principalmente se o estudante compreender os préximos exemplos.

Exemplo 15.5. Calcule o valor das impedéancias de uma carga 3® equilibrada conectada em A,
que consome uma poténcia de 20kW com um fator de poténcia de 0,8 indutivo, sabendo que ela é
alimentada por tensdes equilibradas de médulo 380 V.

Solugao:

A ilustragdo do problema com um circuito mostrado na figura [[5.14] auxiliard no entendimento da
solucao.

a
+© >
I
Uy =380V +
! Iy Z
_ Z,
— O b
L1
Z
C
e,

Figura 15.14: Circuito relativo ao exemplo [15.5]

Sao indicados apenas os mddulos: de uma tensdo de linha e de fase (que na conexdo em A tem
mesmo médulo) e; de uma corrente de linha e de uma corrente de fase. E necessario salientar que como
a carga e a alimentac@o s@o equilibradas, entdo os demais valores nas outras fases e linhas estarao
defasados em 120°, mas terdo o mesmo médulo. Ficard evidente no decorrer da solugdo que apenas
estas indicagoes sao suficientes para solucionar a questao.

Sempre que houver referéncia a uma carga trifasica serdo informadas a poténcia trifasica e tensao
de linha, desta maneira, tem-se que U; = 380V e P3g = 20kW. Nas conexbes em A o valor da tenséo
de linha ¢ igual ao de fase, ou seja, Uy = U; = 380 V. O fator de poténcia s6 tem sentido em uma carga
trifasica quando diz respeito a impedancia de cada fase. Portanto, o valor do médulo da corrente de
fase pode ser encontrado utilizando a equagao (I5.15]), como mostrado a seguir:

Ps3g = 3UsIf cos(¢)

I = Psg
3Uy cos(¢)
20000
57T 3%380%0,8
Iy =21,93A

O médulo da impedéancia da carga pode ser encontrado a partir do valor das magnitudes da tensao
em seus terminais e da corrente que a atravessa. No caso sdo os valores das tensdo de fase e corrente
de fase, como mostrado a seguir:

Uy 380

7. = =
“ Iy 21,93

=17,330Q

O angulo de atraso da corrente em relacao a tensao é dado exatamente por ¢, que é calculado por:

¢ = arccos(0,8) = 36, 87°
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A resposta final é:
Z.=Z.Jp =17,33/36,87° Q/fase

a

Videoaula 15.7 (Poténcias em circuitos 3®). Para saber quais sdo e como utilizar as
equagoes de poténcias complexa, aparente, ativa e reativa em circuitos trifasico acesse a

videoaula a seguir:

e https://youtu.be/QBCuhillpJA

Videoaula 15.8 (Fator de poténcia em circuitos 3®). Para saber como encontrar o fator
de poténcia em circuitos trifasicos acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/zz6bEeGks68

15.5 Triangulo de poténcias

Para as poténcias trifasicas também é valida a representacao no tridangulo de poténcias. Para uma
carga indutiva tem-se a representagdo mostrada na figura [15.15(a)|e para uma carga capacitiva tem-se

a representacao mostrada na figura [15.15(b)l Nao ha grandes diferengas na aplicacao do tridngulo de
poténcias em relagdo ao caso monofasico, como pode ser notado acompanhando os exemplos a seguir.


https://youtu.be/QBCuhiLlpJA
https://youtu.be/zz6bEeGks68
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Pso
¢ <0
S3a
Q3
S0 (OF1)
¢ >0
Psg
(a) Tridngulo de poténcias (b) Tridngulo de poténcias
indutivo. capacitivo.

Figura 15.15: Tridngulos de poténcias.

Exemplo 15.6. Uma carga trifisica conectada em Y possui fator de poténcia 0,85 indutivo, consome
150kW e é alimentada por uma tensdo de 660 V. Calcule:

(a) Os médulos das correntes de linha e de fase da carga;
(b) Os valores das poténcias reativa, aparente e complexa da carga.

Solucgao:

Mais uma vez foi proposital ndo ter informado se a tensdo dada era de linha ou de fase: é que
equipamentos trifasicos sdo tratados pelos profissionais de engenharia pelos valores de tensao e corrente
de linhas e poténcia trifasica, portanto, deve-se supor que o valor dado é sempre de linha, exceto se
dito o contrario.

Esta questao sera resolvida sem o uso de circuitos desenhados (faga por conta propria), portanto
o estudante deve ter em mente o desenho da configuragdo de uma carga em Y lembrando que as
correntes de linha e de fase sdo idénticas e que a tensdo de linha é v/3 maior do que a tensdo de fase.

(a) O médulo da corrente de linha pode ser encontrado diretamente da expressao de poténcia trifasica
ativa dada na equagdo (I5.19), como mostrado a seguir:

Psg = v/3U,I; cos(¢)
= Psg

V33U cos(¢)
150000

V3 x 660 x 0,85
I, = 154,37 A

O médulo da corrente de fase ¢ o mesmo Iy = I} = 154,37 A.

(b) O valor da poténcia reativa consumida pela carga trifisica é encontrado por:

Psg
FP = —
S3o
Psg
Syp = 22
30 = Tp
150 000
Sse = 0,85

Sse = 176470 VA
Sse = 176, 47kVA
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O estudante deve lembrar que o valor do fator de poténcia é cos(¢) e que este pode ser encontrado
a partir da andlise do tridangulo de poténcias. O valor da poténcia reativa consumida pela carga

trifasica é encontrado por:
Sis = Pip + Q3
Q3o = S3o — Pis
Qs =y S3e — Py
Q3 = V1764702 — 150 0002

Q30 = V864190
Q35 = 92.962 VAr
Q35 = 92,962 kVAr

A poténcia complexa da carga é:

Sz = P3o + jQ3a
S3o = 150 + j92, 962 kKVA

a

Exemplo 15.7. Uma carga trifdsica em A capacitiva consome poténcias de 5 MW e 7TMVA, sendo
alimentada por uma tensao de 13,8kV. Calcule:

(a) O fator de poténcia da carga;

(b) O valor da poténcia reativa da carga;

(¢) Os moédulos das correntes de linha e de fase.
Solugao:

(a) O fator de poténcia da carga é encontrado via relagoes trigonométrica no tridngulo de poténcias:

Psg
COS = —
(0) =
Psg
Fp = -2
S3a
Fp — 5000000
7000 000
FP = 0,71

(b) O valor da poténcia reativa da carga é encontrada empregando o teorema de Pitdgoras no
tridngulo de poténcias:

S3p = Pip + Q3
Q30 = \/S?%@_P??@
Q30 = V7?2 — 52

Q30 = 4, 9MVAr

Note que empregando os valores de S3p e Psp com o multiplo mega, o valor de Q3¢ também é
obtido em mega.
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Deve-se salientar que como a carga é capacitiva, entdo a poténcia reativa é fornecida a rede
elétrica. Portanto, pode-se responder dizendo que a poténcia reativa fornecida pela carga é
4,9 MVAr ou que a poténcia da carga é —4, 9 MVAr. Vocé pode se precaver sendo mais rigoroso
na notacao matemadtica e escrever: QQ3¢ = £4/ Sg(b — P?)zq,. Se fizer isto, vocé so precisa interpretar
se a poténcia reativa serd positiva (carga indutiva) ou negativa (carga capacitiva) antes de usar
a expressao.

(¢) O médulo da corrente de linha pode ser obtido por:

P3¢ = V/3U 1, cos()

I - Psg
V/3Uj cos(¢)
B 5000000
P /B % 13800 x 0,71
I, = 294,63 A

O médulo da corrente de fase em um dispositivo em A é v/3 menor do que o médulo da corrente
de linha, assim:

I
I, = —=
=3
I 294, 63
N
I =170,10A

Videoaula 15.9 (Tridngulo de poténcias - circuitos 3®). Para saber a relagio entre o
tridngulo de poténcia e os valores das poténcias complexa, aparente, reativa e ativa em
circuitos trifdsicos acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/melQaGSrDfo

1:#1:.- -

.h l.

{r) o

15.6 Transformacdées Y - Ae A —Y

Eventualmente pode-se querer transformar um dispositivo trifasico conectado em Y em um co-
nectado em A e vice-versa, mas estas transformacoes ndo sdo fisicas: os equipamentos continuam


https://youtu.be/melQaGSrDfo
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conectados do mesmo jeito, mas o modelo de representacdo pode ser alterado. A ideia é encontrar
um modelo equivalente que visto dos terminais de conexdo consuma os mesmos valores de poténcia
quando submetidos as mesmas tensoes de alimentagao.

Para transformar uma carga trifisica em Y em outra equivalente em A basta multiplicar o valor
da impedancia por 3. Para transformar uma carga trifdsica em A em outra equivalente em Y basta
dividir o valor da impedancia por 3. O processo é simples assim como dito e é resumido a seguir:

Y — A utiliza-se Zp =3 X Zy
Za

A — Y utiliza-se Zy = 3

(15.24)

A transformacgdo das conexbdes nao é abordada em mais detalhes no presente livro, mas se o
estudante acompanhar também as videoaulas verd a deducao das equagodes de transformacao
na videoaula [[5.10] e também sua aplicacdo na correcdo do fator de poténcia na videoaula [[7.2] esta
ultima na pagina 334l Outra forma de identificar a transformacao é analisar a figura

a o a o

ZAZSXZY
b _—>

Z Z
Y Y ZA ZA
n <
Zn
T = 22
Zy Y73 b —

<: ZA

C O C O

Figura 15.16: Transformacio Y = A.

Videoaula 15.10 ( Transformacdo Y & A). Para saber mais sobre como realizar a
transformacao de cargas em estrela para o modelo tridngulo e vice-versa acesse a videoaula
a seguir:

e https://youtu.be/FoD6pNhTsYs



https://youtu.be/FoD6pNhTsYs
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15.7 Resumo do capitulo

Os geradores elétricos que transformam energia mecanica (via turbinas hidraulicas ou edlicas,
motor a combustdo, entre outras fontes) em energia elétrica sdo em sua maioria geradores sincronos
trifasicos. A transmissdo e distribuicdo de energia elétrica também é feita através de dispositivos
trifasicos. Cargas industriais sdo em boa parte trifisicas, em especial os motores elétricos. Para
entendimento de como opera todo o sistema elétrico trifasico o estudante foi apresentado a novos
dispositivos e novas formas de conexao. O resumo apresentado a seguir destaca brevemente alguns
aspectos que merecem atencao:

o Em um sistema elétrico ideal todos os dispositivos (geradores, transformadores, linhas de trans-
missdo, motores e demais cargas, entre outros) sdo equilibrados, ou seja, possuem suas tensoes
de fase e de linha de mesma magnitude e defasadas 120° umas das outras, assim como as suas
correntes de fase e de linha;

e Sao duas as formas mais comuns de conexdes trifisicas: em estrela, também conhecida como Y,
e em tridngulo, também chamada de delta e representada pela letra grega A;

e Na conexdo em estrela a tensdo de linha é raiz de trés vezes maior que a de fase, enquanto que
a corrente de linha é igual & de fase;

e Na conexao em tridngulo a tensdo de linha é igual a de fase, enquanto que a corrente de linha é
raiz de trés vezes maior que a de fase;

e O gerador sincrono possui o estator com enrolamento trifisico conectado em estrela ou em
tridngulo e o rotor com enrolamento de excitagdo, ou seja, com fluxo magnético para inducao de
tensdo no circuito do estator;

e Uma carga equilibrada possui impedéancias de mesmo valor em cada uma das fases;

e A corrente que circula pelo neutro em um dispositivo conectado em estrela é nula quando o
sistema, é perfeitamente equilibrado;

o A poténcia trifasica é igual a soma das poténcias de cada uma das trés fases do dispositivo em
anélise;

o Em uma carga equilibrada (com impedéancias de mesmo valor em cada fase) o fator de poténcia
encontrado em qualquer uma das fases é o fator de poténcia da carga trifasica;

o E possivel realizar a transformacao de uma carga em estrela para uma em tridngulo e vice-versa;

basta utilizar as equagdes a seguir: Zp =3 X Zy e Zy = ?A Saliente-se que a transformacgao

é para facilitar os calculos, pois a ligacao fisica se mantém.

Problemas propostos

Problema 15.1. Uma carga trifasica conectada em A, que consome uma poténcia ativa de 10kW e
possui fator de poténcia 0,8 capacitivo, é alimentada com uma tensado de 220 V. Encontre:

O moédulo da corrente de linha consumida pela carga;

(a
(

)

b) As poténcias complexa, aparente e reativa da carga;

(¢) O desenho do tridngulo de poténcia (indicando os valores das poténcias);
)

(d) O valor (em coordenadas retangulares) da impedancia da carga;
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Problema 15.2. Uma carga trifasica em Y é alimentada com uma tensdo de 440V, consome uma
poténcia ativa de 10kW e fornece uma poténcia reativa de 3kVAr. Calcule a impedancia por fase
(médulo e angulo) da carga.

Problema 15.3. Uma carga trifasica conectada em Y consome uma poténcia reativa de 10kVAr e
possui fator de poténcia 0,8, quando é alimentada com uma tensao de 220 V. Determine:

(a) O médulo da corrente de linha consumida pela carga;
(b) As poténcias complexa, aparente e ativa da carga;
(¢) O valor (em coordenadas retangulares) da impedéancia da carga;

Problema 15.4. Uma carga trifisica conectada em Y é alimentada em 220V, consome uma poténcia
ativa de 10 kW e fornece poténcia reativa no valor de 3kVAr. Responda:

(a) Qual o fator de poténcia da carga?
(b) Qual o valor (em coordenadas retangulares) da impedéancia por fase da carga?
(c) Desenhe o tridngulo de poténcias da carga.

Problema 15.5. Uma carga trifisica conectada em A é alimentada em 600 V e consome uma poténcia
aparente de 15kVA. Se o fator de poténcia da carga é de 0,92 indutivo, responda:

(a) Qual o valor (apenas magnitude) das correntes de linha e de fase da carga?
(b) Qual a impedéancia por fase (magnitude e dngulo) da carga?
(c) Desenhe o triangulo de poténcias da carga.

Problema 15.6. Um motor elétrico trifdsico tem os seguintes dados de placa: Y, 5hp, FP = 0,85,
rendimento de 80 %, 380 V. Suponha que o motor opera em condi¢des nominais, entao calcule:

(a) As poténcias ativa, reativa, aparente e complexa.
(b) Quais os valores das correntes de linha e de fase (magnitude e &ngulo) drenadas pelo motor?

(c) Nestas condigoes nominais qual o valor da impedéancia (magnitude e d&ngulo) por fase que repre-
senta o motor?

Problema 15.7. Um motor de indug¢do com enrolamentos do estator conectados em A, é alimentado
em 600V e consome 10 kW com um fator de poténcia de 0,86 e rendimento de 90%. Calcule:

(a) Os valores das poténcias aparente, reativa e complexa,
(b) Quais os valores das correntes de linha e de fase (magnitude) consumida pelo motor?
(c) Nestas condigoes qual o valor da impedancia por fase que representa o motor?

Problema 15.8. Para os circuitos da figura [[5.17] calcule os valores da magnitude das correntes de
linha e de fase, bem como os valores das poténcias ativa, reativa, aparente e complexa da carga.
Desenhe o tridngulo de poténcias correspondente a cada circuito.
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Figura 15.17: Circuitos trifasicos.



Capitulo 16

Cargas trifasicas desequilibradas

16.1 Introducao

Este capitulo trata do caso particular em que uma carga trifasica desequilibrada (que nao possui
impedéncias idénticas nas fases) é alimentada por tensoes equilibradas. Ainda que os dispositivos trifa-
sicos sejam desenvolvidos para operar equilibradamente, o desequilibrio pode ocorrer acidentalmente.
Outra situacdo encontrada na pratica é o mau dimensionamento de cargas monofasicas alimentadas
por circuitos elétricos trifasicos; idealmente cada fase deve consumir a mesma poténcia, porém caso
o dimensionamento esteja incorreto, uma fase pode consumir um valor significativamente maior que
as demais fases. Mesmo com calculos bem feitos, ndo ha garantia que os consumidores ligardo seus
equipamentos de forma que as cargas da rede de distribuicao, por exemplo, estejam equilibradas, por-
tanto, o desequilibrio de carga vai ocorrer e isto ndo serd um problema, desde que a diferenca entre
as poténcias em cada uma das fases esteja dentro de limites aceitaveis.

16.2 Carga trifasica desequilibrada

O desequilibrio da carga pode ocorrer por varios motivos como, por exemplo: ligacdo de cargas
monofasicas de poténcias muito distintas em cada fase, acidentes no qual o fio de uma fase é rompido,
uso de cargas trifasicas desequilibradas (motores muito velhos e com desgaste maior em condutores
de uma fase especifica) etc. Em raras aplicagoes o desequilibrio é proposital e conveniente. Portanto,
comumente o esforgo dos profissionais da eletricidade é feito para manter o sistema trifasico equilibrado
ou pelo menos o mais proximo possivel do equilibrio.

Os casos de desequilibrio que sao tratados no presente capitulo sao:

1. Carga desequilibrada conectada em Y com fio neutro conectado sendo alimentada por tensoes de
linhas equilibradas. Esta situacdo é mostrada na figura [16.1(a), nas quais as tensdes nao estao
indicadas, porém as impedéancias em cada fase sao diferentes;

2. Carga desequilibrada conectada em A sendo alimentada por tensées de linhas equilibradas.
Esta situagdo é mostrada na figura [16.1(b)l na qual as tensoes ndo estdao indicadas, porém as
impedéancias em cada fase sdo diferentes.

O resultado do desequilibrio da carga trifasica é que as correntes de fase e de linha nao serdo
mais equilibradas em ambas as situacoes. Especificamente no caso em que a carga esta conectada em
Y, existe ainda a corrente no fio neutro e este fato pode ser utilizado para proteger equipamentos,
conforme é descrito nos paragrafos a seguir.

A primeira lei de Kirchhoff diz que o somatoério das correntes que chegam a um né é igual ao
somatorio das correntes que saem deste mesmo ndé. Se o fio neutro estéd presente, entdo a corrente que
circula pelo fio neutro é:

I,=1,+1I,+1I.

312
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a 1,

O > a O >
b I,
n Zb Za

o

I_ca
Z. b -
— IbC Zbc

C IC ]TC

O > C O >

(a) Carga trifisica desequilibrada com  (b) Carga trifisica desequilibrada com conexdes em
conexodes em Y. A.

Figura 16.1: Cargas desequilibradas.

Se a carga é equilibrada, entdo I,, = 0: isto foi mostrado na discussio feita na pagina 296l Se ha
desequilibrio, entdo I,, # 0. Um pequeno desequilibrio é toleravel nas aplicacbes praticas, porém, se
ha, por exemplo, o rompimento de um fio das fases de um dispositivo trifasico, deve-se desconectar
este dispositivo imediatamente da rede elétrica, pois ele é feito para operar com as trés fases idénticas
e a falta de uma delas poderé danifica-lo.

Para se identificar a falta de uma das fases ou um desequilibrio exagerado em uma carga trifasica
conectada em Y, coloca-se no fio neutro um dispositivo chamado relé de sobrecorrente, que tem como
funcdo mudar o seu estado de operacao (de chave fechada para aberta ou o bit muda de 0 para 1) no
caso da corrente ter atingindo o valor nele configurado; o relé esta conectado ao disjuntor, equipamento
que tem como func¢éo abrir o circuito pelo qual flui a corrente. A explicacido em detalhes desta operagao
é tratada a seguir:

Operacio normal Carga opera equilibrada e I,, = 0. Nenhuma acdo precisa ser tomada;

Carga com desequilibrio aceitavel Se por algum motivo a carga estd desequilibrada, entdo I, =
I, + I+ I. # 0. Se o desequilibrio é pequeno, entdo \fn\ deve ser pequeno. O relé é instalado
no fio entre o ponto neutro e a Terra: chama-se este de condutor de aterramento ou condutor de
protegcdo. O termo protegao é indicado de forma compacta por PE. Como o médulo da corrente
que flui da carga para a Terra é um valor pequeno e aceitavel, o relé ndo manda nenhum sinal
para o disjuntor abrir o circuito;

Carga com desequilibrio inaceitavel Nesta situacdo I, = I, + I + I. # 0, com |I,,| elevado. O
relé se sensibilizara com este valor elevado de corrente circulando pelo condutor de aterramento
e enviard um sinal para o disjuntor, que abrird o circuito elétrico que alimenta a carga. Veja o
circuito elétrico da figura[[6.2] que mostra uma representaciao dos disjuntores, como chaves, e do
relé. Nao estd representado, porém, o relé ¢ ligado por fios aos disjuntores. E por estes fios que
o relé aciona a abertura dos disjuntores.

Os exemplos a seguir ilustram os cédlculos em cargas desequilibradas alimentadas por tensoes equi-
libradas.

Exemplo 16.1. Uma carga trifasica conectada em estrela possui tensées de linha equilibradas de
moédulo 762V e hé conexdo entre o neutro da fonte e da carga. A carga possui impedancia 6/10° Q2
entre os terminais a e n, 5/10° 2 entre os terminais b e n e 7/10° Q entre os terminais ¢ e n. Calcule:

(a) As correntes de linha e de fase;
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Disjuntores

Figura 16.2: Representacao de um relé e disjuntores instalados em uma carga conectada

emY.

(b) A corrente do fio neutro;
(c) As poténcias ativa e reativa de cada fase da carga,;
(d) Os fatores de poténcia de cada fase;
(e) As poténcias ativa e reativa da carga trifisica.
Solugao: Como o neutro da fonte estd conectado ao neutro da carga, entdo as tensoes de fase

na carga possuem magnitude raiz de trés vezes menores que as de linha (Uqse = 762/ V3 & 440 V)e
pode-se considerar os angulos com a tensdo da fase a como referéncia:

Uan = 4400°V, Uy, = 440/~120° V e U,,, = 440/—240° V,

(a) As correntes de fase e de linha sdo iguais em uma carga conectada em estrela.

I, é:
T Uan
I =
a Za
_ 44000
I, =
6,/10°
I, =73,33/~10° A
jb é:
7, = Yon
Zy,

;o 440 /~120°
I, = 88/—130° A
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I.é
T UCTL
I =
c Zc
7 _ 440/-240°
e S

7/10°
I. = 62,86/—250° A

(b) A corrente no fio neutro é:

In+ I+ I,

n = 73,33/=10° 4 88/=130° + 62, 86/—250°

n = (72,22 — j12,74) + (=56,57 — j67,41) + (—21,5 + 559, 07)
n=—5,85— ;21,08 A

I, = 21,88/-105,5° A

n

(c) As poténcias complexas de cada fase sdo encontradas empregando a expressao S = Urr (lembre-
se que o valor utilizado é conjugado) a cada uma das fases da carga. Quando representada na
forma retangular S = P 4 j(@), a poténcia complexa permite saber os valores das poténcias ativa

P e reativa Q.
A poténcia complexa da fase a da carga é:
Sa = Uanjgtk
S, = 4400° x 73,33/10°
S, =32265/0° VA
S, = 31775 + 55602 VA

Portanto, as poténcias ativa e reativa sao:

P, =31775W
Q. = 5602 VAr

A poténcia complexa da fase b da carga é:
Sy = Upn It
S, = 440/~120° x 88/130°
Sy = 38720/10° VA
Sy = 38132 + j6 724 VA

Portanto, as poténcias ativa e reativa sao:

P, =38132W
Qp = 6724 VAr

A poténcia complexa da fase ¢ da carga é:
Se = U I:
S. = 440/~240° x 62,86 /250°
S, = 27658/10° VA
S. = 27238 + j4803 VA
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Portanto, as poténcias ativa e reativa sao:

P, =27238W
Q.= 4803 VAr

Diferentemente de uma carga equilibrada, o fator de poténcia FP de uma carga desequilibrada
deve ser calculado para cada carga individualmente. Entretanto, no presente exemplo, a carga
tem moédulos diferentes em cada fase e angulos iguais a 10° em todas elas. Assim, o fator de
poténcia serd igual em todas as fases e terd valor igual a: FP, = FP, = FP. = cos(10°) = 0, 985.
Serao feitos os calculos por fase utilizando os valores das poténcias ativa e aparente para mostrar
que o resultado é de fato o mesmo.

O fator de poténcia da fase a (FP,) é:

P,
FP, = -2
a S,
1
FP, — 31775
32265
FP, — 0,985
O fator de poténcia da fase b (FPy) é:
Py
FPy = =
=g,
Fp, — 38132
38720
FP, = 0,985
O fator de poténcia da fase ¢ (FP,) é:
P
FP, = -&
c S.
FpP, — 27238
27658
FP. = 0,985

As poténcias ativa e reativa da carga trifasica (P3¢ e Q3s, respectivamente) sdo obtidas somando
as respectivas poténcias de fases.

A poténcia ativa trifisica consumida pela carga é:
P3<I> :Pa+Pb+Pc

P3e =31775 + 38132 + 27238
P3p =97145W

A poténcia reativa trifasica consumida pela carga é:

Q33 =5.602 + 6.724 + 4.803
Q3p =17129 VAr
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Exemplo 16.2. Uma carga trifasica conectada em tridngulo possui tensoes de linha equilibradas de
médulo 440V. A carga possui impedancia 5/10° Q entre os terminais a e b, 520°  entre os terminais
beceb5B0°Q entre os terminais ¢ e a. Calcule as correntes de linha e de fase, tendo em mente que

as tensoes de linha sdo:

Udp = 4400° V, Uy = 440/-120° V e U,, = 440/-240° V

Solugao: B
A corrente de fase I, é:

T Uab
ab Zab
4400°

I = 88/~10° A

Iy

A corrente de fase I, é:

jbc _ (Z]bc

be
- 440 /-120°
Lye=——F——

520°
Iy = 88/=100° A

A corrente de fase I, é:

T UCG,
I =
ca an
- 440 /—240°
Ica T

5/30°
I.q = 88/-210° A

Note que apesar de terem o mesmo médulo as correntes sdo desequilibradas, ja que seus angulos

nao estao defasados de 120° um em relagdo aos outros.
Além de serem pedidas as correntes de fase, foi solicitado também que fossem encontradas as

correntes de linha, o que é feito a seguir.

1, é:
I_a = I_ab - I_ca
I, = 88/-10° — 88/-210°
I, = (86,663 — j15,281) — (—76,21 4+ j44)
I, = 162,873 — j59, 281 A
I, = 173,33/—20° A
jb é:

Iy = Ipe — Ly
Iy, = 88/—100° — 88/—10°
I, = (—15,281 — j86,663) — (86,663 — j15,281)

I, = —101,944 — j71,382 A
I, = 124,45/—145° A
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S
O~

Ica - Ibc
(_

o
Il

88/-210° — 88/~100°
76,210 + j44) — (—15,281 — j86,663)
= —60,929 + 130,6635 A
=144,17A15° A
Nao foi solicitado, mas o estudante poderia calcular os fatores de poténcia e notaria que cada fase
tem um valor diferente, j4 que os angulos das cargas sao diferentes entre si. Qual é o fator de poténcia

da carga trifasica? Se o desequilibrio é pequeno até se faz a média dos trés para aproximar por uma
carga quase equilibrada, mas se o desequilibrio for grande é necessario indicar o fator de poténcia de

(e}

=~
Il

(e}

(e}

cada fase separadamente.
O

Exemplo 16.3. Considere que uma carga trifasica conectada em estrela, alimentada com tensdo de
660V de uma fonte cujo neutro estd conectado a carga, deve operar equilibrada ou no maximo com
um pequeno desequilibrio. Por isso foi instalado um relé no condutor PE para que este mande um
sinal elétrico para o disjuntor abrir o circuito de alimentacdo sempre que a corrente do condutor PE
for maior que 5 A. Verifique se o funcionamento da carga ocorre adequadamente nas trés situagdes a

seguir:
(a) Carga com impedéncias iguais por fase de valor 1025° €;
(b) Carga com impedéancias de valor por fase Z, = 1025° Q, Z, = 10,524° Q e Z. = 9,5.26° Q;
(c) Carga com impedancias de valor por fase Z, = 925°Q, Z, = 1126°Q e Z. = 922° Q.

Solugao:
As tensoes de fase sio: Ui, = 3800°V, Uy, = 380/~120°V e U., = 380/~240° V. Lembre-

se que numa carga trifasica o dado de tensdo, se nao dito nada diferente, é o de linha, portanto:

Uy =Up/V3=660/v3=380V.

(a) Em uma carga trifasica equilibrada conectada em Y, a corrente que circula pelo fio neutro é igual
a zero e nenhuma conta precisa ser feita para identificar que o relé ndo acionard o disjuntor.

(b) Como a carga trifasica estd desequilibrada, haverd corrente circulando pelo fio neutro e para
encontrar seu valor deve-se calcular as correntes de cada uma das fases, como é feito a seguir.

A corrente da fase a é:

7 _(7(171

a Za
~38000°
~1025°
I, = 38/-25° A

Iy

A corrente da fase b é:
= Un
Zy
I, = 380/~120°
10,5.24°
I, = 36,19/—144° A
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A corrente da fase ¢ é:

T UCTZ

I =

(& Zc

7 _ 380/-240°
- 50280,

9,5/26°
I, = 40/-266° A
A corrente que circula no condutor de protecio Ipg tem valor:
jPE :ja+jb+jc
Ipg = 38/-25° + 36,19/-144° + 40/-266°
Ipp, = (34,44 — j16,06) + (29,28 — j21,27) + (2,79 + j39,9)
Ipp = 2,37+ j2,57TA
Ipg = 3,5/47,32° A

O médulo da corrente que circula pelo condutor de protecio é |Ipg| = 3,5 A, mas para acionar
os disjuntores no intuito destes cortarem a alimentacdo da carga seria necessario que o valor
fosse de pelo menos 5 A. Portanto, a carga continuard sendo alimentada, pois o relé ndo enviara
nenhum sinal para que os disjutores abram o circuito de alimentacao.

Deve-se encontrar o valor de |Ipg| da mesma maneira como feito no item anterior.

A corrente da fase a é:

7 Uan
I =
a Z
- 3800°
7, - 3804

9 R5°
I, = 42,22/-25° A

A corrente da fase b é:
r Ubn
I, = ==
b Zb
A 380/—120°
"7 T11p6°
I, = 34,55/-146° A

A corrente da fase c é:

T UCTL

I =

(& Zc

; _ 380/-240°
- o024

9220
I, = 42,22/-262° A
A corrente que circula no condutor de protecio Ipg tem valor:
Ipp =1I,+ I+ I,
Ipp = 42,22/—25° + 34,55 /—146° + 42,22 /—262°
Ipg = (38,26 — j17,84) 4 (—28,64 — j19,32) + (—5,88 + j41,81)
Ipg = 3,75 + j4,65 A
Ipg = 5,97/51,13° A
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Neste caso, |Ipg| = 5,97 e a alimentagdo da carga é interrompida pela abertura dos disjuntores,
ja que este recebera um sinal do relé indicando que ele deve abrir para cortar o fornecimento de
tensao.

a

Videoaula 16.1 (Carga 3® desequilibrada). Para mais sobre o comportamento da cor-
rente quando uma fonte equilibrada alimenta uma carga desequilibrada acesse a videoaula
a seguir:

e https://youtu.be/yt5bRIXBTBk

16.3 Resumo do capitulo

Os sistemas de energia trifasicos sdo projetados para operar equilibradamente, porém isto nem
sempre ocorre na pratica devido a falhas em uma das fases de algum equipamento trifasico, desequi-
librio devido as cargas monofésicas diferentes conectadas a rede trifasica etc. O desequilibrio pode
ocorrer na alimentacdo de tensdo ou entdo nas impedancias das fases, mas deve-se salientar que o
presente capitulo tratou apenas do caso em que hda uma carga com impedéncias diferentes por fase e
¢é alimentada por tensdes equilibradas. Um breve resumo é apresentado a seguir:

e No caso de uma carga desequilibrada conectada em Y e com o fio neutro também ligado a
alimentacdo equilibrada, identifica-se corrente circulando pelo fio neutro e isto é utilizado para
implementar protegdo contra falhas em uma das fases;

e Na carga em tridngulo se as correntes de fase ficam desequilibradas devido aos diferentes valores
de impedancias por fase, entdo as correntes de linha também ficam desequilibradas;

¢ Na conexao em tridngulo nao é possivel realizar a medicdo de uma tnica grandeza para identificar
o desequilibrio, como é possivel da conexao em estrela se a corrente de neutro é medida. Portanto,
nas cargas em A deve-se medir as correntes das trés fases.

Problemas propostos

Problema 16.1. Uma carga ¢ conectada em A, alimentada por uma tensao de 380V e com impe-
dancias Zg = 5Q, Zp. = 345°Q e Zyy = 8/~30° Q. Considerando a tensdao Uy, como referéncia,
determine:


https://youtu.be/yt5bRIXBTBk
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(a) Os fasores correntes de fase;

(b) Os fasores correntes de linha;

(¢) A poténcia complexa de cada uma das fases;

(d) O fator de poténcia de cada uma das fases;

(e) A poténcia ativa trifisica consumida pela carga;

(f) A poténcia reativa trifisica consumida pela carga;

(g) O diagrama fasorial contendo as correntes de linha e de fase;

Problema 16.2. Uma carga ¢ conectada em Y, alimentada por uma tensao de 380V e com impe-
dancias sao Zg, = 5, Zp, = 3A5° Q e Z, = 8/~30° Q. Considerando a tensao U, como referéncia,
determine:

(a) Os fasores correntes de fase;

(b) Os fasores correntes de linha;

(¢) A poténcia complexa de cada uma das fases;

(d) O fator de poténcia de cada uma das fases;

(e) A poténcia ativa trifisica consumida pela carga;

(f) A poténcia reativa trifasica consumida pela carga;

(g) O diagrama fasorial contendo as correntes de linha e de fase.

Problema 16.3. Sabe-se que em uma rede elétrica as residéncias sdo monofésicas (conectadas entre
uma fase e o neutro) e estdo distribuidas em trés grupos: um conectado a fase A, um conectado
a fase B e outro conectado a fase C. Em determinado momento do dia os eletrodomésticos das
casas conectadas a fase A sdo representados pela impedancia 10 + 582, os conectados a fase B pela
impedéancia 5+ j12 2 e os conectados a fase C pela impedancia 8+ j7 2. Sabendo que a rede elétrica é
equilibrada e que tensdo monofasica é de 127V, determine os fasores correntes de cada uma das fases
e de neutro.



Capitulo 17

Aplicacoes da teoria de circuitos trifasicos

17.1 Introducao

Enquanto os circuitos monofasicos sao utilizados em instalagoes residenciais, comerciais, prediais e
industriais de menor porte, os circuitos trifasicos sdo muito empregados para alimentar consumidores
que necessitam de grande poténcia ou grandes equipamentos elétricos: mesmo algumas residéncias
e estabelecimentos comerciais ja recebem alimentacdo trifiasica se consumirem grande poténcia. Na
industria os motores de indugao trifasicos sdo muito utilizados e isto exige alimentagao trifasica. Outra
caracteristica que faz com que os circuitos trifasicos sejam muito utilizados é o fato da transmissao
e da distribuicdo de energia terem menor custo se feitas em um circuito trifisico em vez de um
monofasico, pois se este ultimo caso fosse utilizado o condutor teria area de secdo transversal muito
grande e utilizaria muito material condutor, seja cobre ou aluminio. Qualquer profissional que lide
com sistemas de energia deve ter os conceitos tratados no decorrer do presente capitulo em mente.

17.2 Eficiéncia e motores de inducao trifasicos

Na secao discutiu-se sobre alguns aspectos do motor de indug¢do monofasico e foi visto que
0 mesmo tem o circuito do estator alimentado com tensdo CA e a corrente circulante neste enrola-
mento cria um campo magnético. Assim, existe inducdo de tensao no enrolamento do rotor e como
consequéncia circulagdo de corrente, pois o circuito do rotor é curto circuitado e sua corrente cria o
campo magnético do rotor e a interacdo entre os campos magnéticos do estator e do rotor criard o
torque que fara o rotor girar.

Assim como no motor de indugdo monoféasico, a carga mecéanica é acoplada ao eixo do rotor do
motor de indugao trifisico (MIT). A diferenca construtiva mais evidente do MIT estd no fato do
enrolamento do estator possuir trés bobinas de fase conectadas em Y ou em A: uma ilustracdo do
MIT é mostrada na figura e uma foto de um motor real é mostrada na figura O
estudante mais atencioso notou na figura que o estator do MIT ¢ idéntico ao do gerador
sincrono e o rotor é idéntico ao do motor de indu¢do monofasico. Da foto mostrada na figura
nota-se que os trés enrolamentos nao estdao conectados, sendo o cliente o responséavel por escolher a
conexdao em Y ou em A: isto mesmo, os motores trifasicos podem ser conectados de acordo com a
necessidade do cliente pelo fato de poder funcionar com duas tensoes distintas.

Outra caracteristica notdvel na versao trifasica do motor de indugédo é que ele comega a girar sem a
necessidade de nenhum enrolamento auxiliar com capacitor, como é o caso da sua versdo monofésica:
partir sem auxilio é certamente uma vantagem da versdo 3®. No MIT o campo magnético criado pelo
estator é girante a qualquer instante quando é alimentado por tensdes equilibradas, seja na partida
ou na operacio em regime permanente.

O MIT possui fator de poténcia indutivo, pois é construido com dois enrolamentos: bobinas no
estator e gaiola de esquilo no rotor. Como ele é o dispositivo que consome a maior parcela da energia
elétrica nas industrias, é necessario ter motores eficientes para ter a menor conta mensal de energia

322
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possivel e com elevado fator de poténcia para evitar pagamentos por consumo de excedente de poténcia
reativa. Os exemplos[IT.Tle mostram como calcular grandezas elétricas relacionadas ao MIT, mas
no presente livro ele é tratado como um dispositivo que nao estd sendo estudado em detalhes; para
o propdsito deste curso ha entrada de poténcia elétrica (via enrolamento de estator trifisico) e saida
de poténcia mecanica (via eixo que aciona a carga), entdo os conteidos dos capitulos anteriores sdo
suficientes para tratar deste dispositivo.

Assim como em qualquer motor elétrico, o MIT possui perdas dhmicas devido ao efeito joule, perdas
magnéticas nos nicleos devido ao valor variavel do fluxo magnético e perdas mecanicas devido ao atrito
nos mancais de rolamento que dao sustentagdo ao rotor e devido a ventilagdo (os motores geralmente
possuem ventiladores acoplados ao seu eixo para que possam se arrefecer durante a operagao).

Rotor gaiola de esquilo

(b) Vé-se seis terminais através dos quais pode-se ligar o motor
em estrela ou em tridngulo. Note que as fases sdo chamadas de
R, S e T, em vez de a, b e ¢; é apenas uma outra maneira de
nomear as fases.

Figura 17.1: Motor de indugao trifasico.

Exemplo 17.1. Um motor de inducgdo trifisico com conexdes de enrolamento do estator em Y é
alimentado em 440V, a poténcia mecénica 1til para acionamento da carga (poténcia disponivel no
eixo para a carga) é de 30 hp, o fator de poténcia é 0,8 e o rendimento de 75%, calcule:

(a) O médulo da corrente de linha deste motor;
(b) A poténcia perdida neste motor na unidade watt.
Solugao:

(a) A corrente de linha é a mesma de fase nas conexdes em Y. Para encontrar o médulo de I,
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encontra-se antes a poténcia de entrada. A poténcia de saida em watt é:

745, 7TW
P, =30hp =30hp x ——— =22371W
1hp
Da eficiéncia (75% ou 0, 75) encontra-se a poténcia de entrada:
n= 2
P.==
U
~ 22371
c 0,75
P, =29828W

Usando a expressao da poténcia ativa encontra-se o médulo da corrente de linha, como mostrado
a seguir:
P. = V3UiI cos()(¢)
Pe

L= 7377 N

V33U cos(¢)
29 828

'3 x 440 % 0,8
I, = 48,92 A

(b) A poténcia perdida (P,) neste motor é a diferenca entre a poténcia consumida pelo motor
(poténcia elétrica trifasica de entrada) e a poténcia 1til no eixo. P, é:

P,=P,— P,
P, = 29828 — 22371
P, = T45TW

a

Exemplo 17.2. Um motor de inducdo trifasico com conexdes de enrolamento de estator em A é
alimentado em 480V, a poténcia mecanica 1util é de 40 hp, o fator de poténcia é 0,84 e o rendimento
de 85%, calcule:

(a) O médulo da corrente de linha deste motor;

(b) A poténcia perdida neste motor.
Solugao:
(a) O médulo da corrente de linha pode ser encontrado de maneira similar ao calculado no exem-
plo[I7Jl A poténcia de saida em watt é:
745,5W

= 29820 W
1hp

P, =40hp = 40hp x

Da eficiéncia (85% ou 0, 85) encontra-se a poténcia de entrada:

_PS
/'/’_Pe
P
P==
n
29828
c 0,85

P, =35092W
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Usando a expressao da poténcia ativa encontra-se o médulo da corrente de linha, como mostrado
a seguir:

P, =3U, cos(¢)

— Pe
' VBU cos(0)
B 35092
P /B % 480 % 0, 84
I, = 50,25 A

b) A poténcia perdida (P,) neste motor é a diferenca entre a poténcia consumida pelo motor
p p D G p p
(poténcia elétrica trifdsica de entrada) e a poténcia 1til no eixo. P, é:

P,= P, — P,
P, = 35092 — 29828
P, = 5262W

Vocé notou que estes ultimos dois exemplos foram praticamente idénticos, tendo como grande diferenca
a conexao do motor? Em um era Y e no outro era A. Do ponto de vista dos terminais elétricos as
equacoes utilizadas para encontrar os valores de linha ou mesmo a poténcia ativa ou reativa consumida
podem ser calculadas com as mesmas expressoes.

O

Videoaula 17.1 (Corrente em motor CA 3®). Para ver o desenvolvimento dos cdlculos
de corrente em um motor CA trifasico acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/GAarcfoxkjQ

17.3 Correcao do fator de poténcia

Para uma carga trifasica equilibrada os calculos para selecdo dos capacitores sdo similares ao caso
de uma carga monofésica, ja que o valor da capacitancia deve ser o mesmo em todas as fases. Por
isso, € necessario que o estudante compreenda a secao [[4.3] que trata da compensagao de reativos para
cargas monofasicas, para entender como se da a correcdo do fator de poténcia em circuitos trifasicos.
A correcao do fator de poténcia pode ser feita empregando bancos de capacitores conectados em Y ou
em A, ainda que o tipo mais comum seja este ltimo, pois a reatancia capacitiva é trés vezes maior que


https://youtu.be/GAarcfoxkjQ
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o caso em estrela e, como consequéncia, o capacitor terd capacitdncia trés vezes menor na conexao A
do que na em Y, para a mesma poténcia reativa, obviamente: isto pode ser entendido facilmente se o
estudante compreendeu o conceito de transformagao Y = A apresentado na secao Para a mesma
faixa de tensdo o capacitor de menor capacitancia é mais barato, por isto tem-se esta preferéncia pelo
banco em A.

Se uma carga trifasica é equilibrada e alimentada por tensoes trifisicas equilibradas, a poténcia
reativa consumida por cada uma das fases possui o mesmo valor. O valor de capacitancia encontrado
para uma fase, portanto, é o mesmo que deve ser utilizado para as demais. Os circuitos elétricos das
figuras e [[73 auxiliam no entendimento do que foi dito.

No caso da carga e do banco de capacitores serem conectados em Y, como mostrado no circuito
elétrico da figura basta encontrar o valor da capacitdncia de uma fase. Isto fica mais evidente
se a fase an é separada do restante do circuito, como mostrado no circuito elétrico da figura
Note que neste caso a tensio aplicada ao circuito monofésico é a de fase Uy, € ndo a de linha. No caso
da carga e do banco de capacitores serem conectados em A (ver circuito elétrico da figura [17.3(a))) o
mesmo procedimento é realizado, separando uma fase do restante do circuito, por exemplo, a fase ab,
como mostrado no circuito elétrico da figura

a Ia
o >
b I,
o >
n _.chap ]Xcap Zc Zc
O
:: .chap Zc
C jc
o >

(a) Ia, I e I. sdo as correntes elétricas de linha e de fase, pois em Y elas sdo
idénticas, da carga. Z. é a impedéancia da carga por fase. —jX.qp € a reatancia
capacitiva por fase do banco de capacitores.

a Ia
o >
n _chap Zc
o
(b) Fase an.

Figura 17.2: Circuito elétrico com carga e banco de capacitores em Y.

Note na figura que ao se separar uma fase em circuitos em A nao sdo representados os
valores das correntes elétricas de linha, somente as correntes de fase. Nao sdo fabricados capacitores
especificos para cada caso e, portanto, sdo utilizados bancos trifasicos de capacitores, nos quais varios
capacitores s@o conectados entre si para que o valor da capacitancia do banco seja o calculado.

Exemplo 17.3. Calcule o valor da capacitancia por fase de um banco em A que deve ser posto em
paralelo com uma carga trifasica em triangulo (alimentada por uma tensao de 480 V, que consome uma
poténcia de 60kW e que possui um fator de poténcia de 0,8 indutivo) para que o fator de poténcia
seja unitario.
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a O
_chap
_chap
b | |
N
C ©

(a) Iab, Inc € Icq s@o as correntes elétricas de fase da carga. Ia, I e I. sdo as correntes elétricas
de linha da carga. Z. é a impedéancia da carga por fase. —jXcqp € a reatancia capacitiva por
fase do banco de capacitores.

a o

_chap

(b) Fase ab

Figura 17.3: Circuito elétrico com carga e banco de capacitores em A.

Solucgao:

Para facilitar os calculos basta calcular o valor da capacitancia de uma fase, portanto, separa-se
uma fase da carga. Nesta fase separada a tensdo de fase é 480V (j& que este é o valor da tensao de
linha, que é o mesmo da de fase, pois a carga estd em triangulo), a poténcia monofésica consumida
pela carga é P.1p = P.33/3 = 20000 W e o fator de poténcia ja é dado por fase e é 0, 8.

O angulo de poténcia atual da carga é:

¢4 = arccos(0,8) = 36,87°

A poténcia reativa monofasica atualmente consumida pela carga pode ser calculada com o auxilio
de uma ilustracdo do tridngulo das poténcias (o estudante deve fazer a ilustra¢do). Assim tem-se que:

~ Qas

" Pao)

Qe1a(4) = Peio(a) X tan(¢a)
Qec1a(4) = 20000 x tan(36,87°)
Qec1o(4) = 20000 x 0,75
Qc1a(4) = 15000 VAr

Qec1o(4) = 15kVAr

tan(da)

Como ¢ desejado que o fator de poténcia seja unitario, entdo o valor da poténcia reativa fornecida
pelo capacitor deve ser igual ao consumida pela carga, ou seja:

Qcap1<1> = _ch‘ZI)(A)
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Como também ja é conhecido o valor da tensao nos terminais do capacitor (mesmo valor de fase da
carga, ja que o capacitor serd instalado em paralelo), entdo a reatancia capacitiva pode ser calculada
por:

U2
QcaplCD = _X—f
cap
2
M
QcaplCD
x 4802
“P (=15000)
Xeap = 15,36 Q2
A capacitancia por fase é:
1
Xew =570
B 1
27 f Xeap
1

¢= 2% 7 x 60 x 15, 36
C = 0,00017269 F
C ~0,17mF

Portanto, deve ser instalado em paralelo com a carga um banco trifasico de capacitores em A, cujo
valor da capacitancia por fase é de C = 0,17 mF.
O

Exemplo 17.4. Calcule o valor da capacitancia por fase do banco capacitivo em Y que deve ser posto
em paralelo com uma carga trifdsica em estrela (alimentada por uma tensdo de 440V, que consome
uma poténcia de 70kW e que possui um fator de poténcia de 0,85 indutivo) para que o fator de
poténcia seja de 0, 95.

Solucgao:

Nesta situacdo é desejado que seja aumentado o fator de poténcia ou, equivalentemente, seja
diminuido o valor da poténcia reativa consumida. A diferenca entre a poténcia reativa consumida
atualmente pela carga Q.3p(4) € o valor da poténcia reativa desejada Q.30(p) deve ser fornecido
pelos capacitores. Note que os cédlculos a seguir serao feitos com os valores monofasicos de poténcia.
Lembrando que serao utilizados os valores por fase, assim sendo, poténcia ativa consumida pela carga
por fase é:

Puioay = Pesa(a)/3 = 70000/3 = 23333,33 W

A tensdo por fase é:

Up = Up/V/3 = 440/V/3 = 254,03V

Tem-se também que o fator de poténcia é, por definicdo, por fase e tem valor de 0, 85.
De inicio calcula-se o valor da poténcia reativa monofasica consumida pela carga. O angulo de
poténcia é:

¢a = arccos(0,85) = 31,79°
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Com o auxilio do tridngulo das poténcias (o estudante deve desenhar), encontra-se:
_ Qeas

 Pasa)

Qe1a(4) = Peio(a) X tan(¢a)

Qe1a(4) = 23 333,33 x tan(31,79°)

Qeraa) = 23333,33 x 0,62

Qc10(4) = 14461 VAr

Qeio(a) ~ 14,46 kVAr

tan(da)

Agora calcula-se o valor da poténcia reativa Q.ip(p) que se deseja que seja consumida apés a
instalacdo do banco capacitivo para que o fator de poténcia seja o desejado, ou seja, tenha valor 0, 95.
O valor do angulo de poténcia para este fator de poténcia é:

¢p = arccos(0,95) = 18,2°
Mais uma vez com o auxilio do tridngulo das poténcias, encontra-se:
tan(¢p) = 76;61¢(D)
c1®(A)
Qe10(p) = Pera(a) tan(¢p)
chCI)(D) =23 333,33 X tan(18, 20)
Qeia(p) = 23333,33 x 0,329
ch@(D) = 7669, 3VAr
QCICI)(D) ~ 7, 67kVAI‘
A diferenca entre os valores de poténcia reativa atualmente consumida e a desejada deve ser
exatamente o valor que o capacitor fornece Qcap1q>, que é:
Qeapro = Qe1a(p) — Qera(a)
Qcaprd = 7669,3 — 14461
Qcaprd = —6791,4 VAr

Assim tem-se que o valor da reatadncia capacitiva pode ser calculada por:

U2
Qcapl@ - _X !
cap
2
Xcap - Uf
Qcapl@
. 254, 032
P (—6791,4)
Xeap = 9,59
A capacitincia agora pode ser encontrada, como mostrado a seguir:
1
Kea = 57 fC
_ 1
27 f Xeap
1

T 2x7x60x9,5
C = 0,00027915F
C ~ 0,28 mF
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Portanto, deve ser instalado em paralelo com a carga um banco trifasico de capacitores em Y, cujo
valor da capacitancia por fase é de C' = 0,28 mF.
O

Nos dois casos particulares tratados nos exemplos [7.3] e [[74] o fato da carga possuir a mesma
conexao 3% que o banco de capacitores ajuda a compreender melhor a ideia de que a compensagao de
reativos precisar ser calculada apenas para uma fase, pois os mesmos capacitores devem ser instalados
nas demais fases. Entretanto, nao é relevante se a carga estd em Y ou em A ji que boa parte
das instalagoes contém varios dispositivos ligados em paralelo tanto em Y quanto em A, além dos
varios equipamentos monofasicos. O exemplo mostra como se corrige o fator de poténcia de uma
instalacdo considerando que as ligacbes dos equipamentos trifisicos e monoféasicos sdo desconhecidas.
A Unica consideracao que deve ser feita é que a instalacio possa ser aproximada por uma carga trifasica
equilibrada, ou seja, que independentemente das ligagoes dos equipamentos das instalacoes, possa se
considerar que os mesmos valores de poténcias ativa e reativa sdo consumidas por cada fase.

Exemplo 17.5. Uma instalacio industrial trifasica consome uma poténcia ativa de 100kW com um
fator de poténcia 0,8 indutivo. Sabendo que a concessionaria de energia elétrica fornece 380V e
supondo que a instalagdo pode ser aproximada por uma carga 3® equilibrada, encontre:

(a) Os valores da poténcia reativa e da tensdo que o banco 3® de capacitores deve possuir para ser
conectado em paralelo com a rede para que o fator de poténcia se eleve para 0,92 indutivo;

(b) Os valores da tensao e capacitancias do banco capacitivo 3® em Y para que o fator de poténcia
se eleve para 0,92 indutivo;

(c) Os valores da tensdo e capacitancias do banco capacitivo 3® em A para que o fator de poténcia
se eleve para 0,92 indutivo.

Solugao:

Note que nao é relevante como sao feitas as conexoes dos equipamentos da instalagdo. Os itens
solicitados no enunciado do exemplo serdo resolvidos de varias maneiras. O valor da poténcia reativa
a ser compensada é o mesmo independentemente das conexbes do banco de capacitores, portanto,

usa-se parte dos calculos feitos para a conexdo do banco de capacitores em Y para encontrar o banco
em A.

(a) Muitos fabricantes de bancos 3® de capacitores fornecem em seus catdlogos apenas os valores
da poténcia reativa e da tensdo para os quais o seu produto foi fabricado. Como ja dito exaus-
tivamente, em qualquer dispositivo 3® os valores de tensdo sao considerados sempre de linha (a
nao ser que dito explicitamente que sdo de fase), assim ja pode-se dizer que o valor da tensao
deve ser o mesmo valor da tensao de linha da rede elétrica que alimenta a instalacdo, ou seja, a
tensdo nominal do banco 3® de capacitores deve ser 380 V.

A outra pergunta diz respeito ao valor de poténcia reativa do banco 3® de capacitores. Também
ja foi dito exaustivamente que em dispositivos 3® os valores da poténcia sdo sempre considerados
3® (a nao ser que dito explicitamente que é 1®). O calculo da poténcia reativa do banco é feito
a seguir.

O angulo de poténcia atual da instalagdo é:

¢a = arccos(0,8) = 36,87°

Precisa-se saber o valor da poténcia reativa consumida atualmente pela instalagao, que é obtida
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como mostrado a seguir:

tan(0,) = LA

c30(A)
Qe3a(a) = Pesap(a) X tan(¢a)
Qesp(a) = 100000 x tan(36,87°)
Qesp(a) = 100000 x 0,75
Qe3a(4) = 75000 VAr

Qesp(a) = THKVAT

Para que o fator de poténcia se eleve para 0,92 o angulo de poténcia da instalagdo deve ser:

¢p = arccos(0,92) = 23,07°

E a poténcia reativa que deveria ser consumida pela instalagdo tem valor:

tan(ép) = C]icscb(D)

33(D)
Qeso(p) = Pesa(a) tan(ép)
Qesa(p) = 100000 x tan(23,07°)
Qese(p) = 100000 x 0,43
Qes3(p) = 43000 VAr

chq;.(D) =43 kVAI'

A diferenca entre os valores de poténcia reativa consumida atual e a desejada deve ser fornecida
pelos capacitores, assim temos que:

Qeapse = Q3o (D) — Qeza(a)
Qeap3d = 43000 — 75.000
Qeapso = —32000 VAr
Qeapsd = —32KkVAr

Relembrando que o sinal negativo indica que a poténcia é fornecida, entdo para se corrigir o
fator de poténcia de 0,8 indutivo para 0,92 indutivo, é necessario um banco 3® de capacitores
cuja tensdo e poténcia reativa nominais sejam: 380V e 32kVAr.

(b) Se alguns fabricantes fornecem bancos 3® de capacitores especificando os valores de tensao e
poténcia reativa, outros fornecem os valores de tensao (geralmente de linha) e capacitdncia por
fase. Entretanto, neste tltimo caso deve ser informado se o banco é conectado em Y ou em A.
Para calcular o banco que eleva o fator de poténcia de 0, 8 indutivo para 0,92 indutivo precisa-se
encontrar o valor da poténcia reativa que este banco deve fornecer, porém este célculo ja foi feito
no item anterior. O valor da reatancia capacitiva X, do banco é encontrado a seguir:

Sendo: U
Uy = 9230 gy
V3 V3

—32000
Qeapid = Qc‘;”?’q’ =—5 = —~10667 VAr
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Entao:
2
Xcap - - Uf
QcaplCD
¥ 20
“P(=10667)
Xeap = 4,540
O valor da capacitancia é:
1
Kea = 5 fC
B 1
27 f Xcap
1

C:2X7TX6OX4,54
C = 0,00058427F
C ~ 0,584 mF (17.1)

Portanto, deve-se solicitar um banco 3® de capacitores conectado em estrela com tensao de linha
de 380V e de capacitancia de 0,58 mF por fase.

(¢) O mesmo procedimento anterior serd feito, porém sera considerado que o banco 3® de capacitores
é conectado em A. O valor da poténcia reativa a ser fornecida pelo banco 3® de capacitores por
fase é de 10667 VAr (calculado no item anterior). No presente caso a tensdao de linha é igual a
de fase, portanto:

X i
“or Qcaplcb
x 3802
“P(=10667)
Xeap = 13,540
O valor da capacitancia é:
1
Xeap = 5 fC
B 1
27 f Xcap
1

C:2><7r><60><13,54
C =0,00019591 F
C =~ 0,195mF (17.2)

Portanto, deve-se solicitar um banco 3® de capacitores conectado em tridngulo com tensao de
linha de 380V e de capacitancia de 0,195 mF por fase.

Para finalizar este exemplo é mandatério que o estudante identifique que para corrigir o fator
de poténcia da mesma instalagdo o banco capacitivo em Y terd capacitancias trés vezes maiores
que as do banco em A: compare os valores das respostas mostradas nas equagoes (I7.1)) e (I7.2]).

a



Capitulo 17. Aplicacdes da teoria de circuitos trifasicos 333

Exemplo 17.6. Para a mesma instalacdo do exemplo [[7.5] encontre:

(a) Os valores da poténcia reativa e da tensao que o banco 3% de capacitores deve possuir para ser
conectado em paralelo com a rede para que o fator de poténcia se torne unitério;

(b) Os valores da tensdo e capacitancias do banco capacitivo 3® em Y para que o fator de poténcia
se torne unitario;

(c¢) Os valores da tensao e capacitancias do banco capacitivo 3® em A para que o fator de poténcia
se torne unitario.

Solucgao:

(a) Agora foi solicitado o dimensionamento de um banco 3® de capacitores para que o fator de
poténcia deixe de ser 0,8 (valor atual) para se tornar unitario (valor desejado). O valor atual
de poténcia reativa foram j4 foi calculado na solucao do exemplo 7.5

Qesa(4) = 75000 VAr

Como deseja-se que a instalacdo nao consuma nem forneca poténcia reativa, entdo o banco
deve ser dimensionado para compensar exatamente o valor da poténcia reativa consumida pela
instalagdo, ou seja:

Qcap3d = —75000 VAr

Portanto, deve-se usar um banco 3¢ de capacitores de tensdao 380V e de poténcia reativa de

75 kVAr.

(b) Para o caso de se desejar conhecer o valor da capacitancia por fase do banco capacitivo, deve-se
primeiramente calcular a poténcia reativa por fase a ser entregue pelo banco, cujo valor é:

—75000
Qeapid = Qc‘;”?’q’ =—s = —25000 VAr

A reatancia capacitiva vale:

__U
Qcap1<1>
2202
(—25000)

Xeap = 1,940

Xcap =

Xcap = -

O valor da capacitancia é:

1
2 fC
B 1

27 f Xcap

1
C p—
2x7mx60x1,94

C =0,0013673F

C~1,37mF

Xcap =

C

Portanto, deve-se usar um banco 3% de capacitores conectado em estrela com tensao de 380V e
de capacitancia de 1,37mF (por fase).
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(¢) O mesmo procedimento anterior serd feito, porém sera considerado que o banco 3® de capacitores
é conectado em A. O valor da poténcia reativa por fase a ser fornecida pelo banco 3® de
capacitores é de 25000 VAr (calculado no item anterior). No presente caso a tensdo de linha é
igual a de fase, portanto:

L
Qcapl'ib
3802

(—25000)

Xeap = 5,780

Xcap = -

O valor da capacitancia é:

1
Xeay = ——
P onfC
1
27 f Xcap
1
C_2XWX6OX&B
C = 0,00045892 F

C ~ 0,459 mF

Portanto, deve-se usar um banco 3% de capacitores conectado em estrela com tensao de 380V e
de capacitancia de 0,459 mF por fase.

Mais uma vez é conveniente fazer o estudante notar que os capacitores do banco em A conseguem
a mesma poténcia reativa que os do banco em Y com capacitancia trés vezes menores.
O

Videoaula 17.2 (Correcdo do fator de poténcia de cargas 3®). Para verificar como a
transformacio estrela para tridngulo pode ser utilizada na solucdo de problemas envol-
vendo a correcdo do fator de poténcia acesse a videoaula a seguir:

e https://youtu.be/uZqHds59ha0
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17.4 Poténcia, energia, eficiéncia e tarifacao

Instalagoes elétricas que consomem grande poténcia devem ter fator de poténcia (FP) maior ou
igual a 0,92, ndo importando se é capacitivo ou indutivo, se ndo desejarem pagar pelo consumo
excedente de poténcia reativa, porém as normas das concessionarias de energia sugerem que mesmo
pequenos consumidores tenham FP préximo da unidade, ainda que nao sejam penalizados pelo baixo
FP. A discussio de como séo feitos os cdlculos da tarifagdo em CA j4 foi feita na se¢do [[4.4] e a tinica
diferenca na abordagem apresentada na presente se¢do é que a poténcia envolvida é trifasica, entao é
conveniente que o estudante retorne a referida se¢do caso ndo a tenha em mente e veja posteriormente
os exemplos [[7.7] e I7.8l que devem ser suficientemente elucidativos.

Exemplo 17.7. Para receber poténcia elétrica de uma rede 3®, uma pequena industria paga a con-
cessiondria de energia uma tarifa de R$0,50/(kW x h). Sabendo que esta pequena industria funciona
todos os dias do més, tendo uma poténcia aparente média de 200kVA com um fator de poténcia de
0,92 indutivo de 8 h da manha até 18 h da tarde, qual é o valor da conta mensal?

Solucgao:

Como a tarifacio é baseada nos kW x h consumidos, é necessario encontrar a poténcia ativa Psg
que esta industria consome durante a operacdo, o que pode ser calculado como mostrado a seguir:

P
S
P3q> =FP x qu;
P3p = 0,92 x 200 kVA
P3p = 184kW

FP

Como a industria opera de 8 h da manha até 18 h da tarde, entdo o tempo de funcionamento por
dia é de 10h e por més é At = 30 x 10 = 300h. A energia consumida pela industria por més é:

E = P3p At = 184kW x 300h = 55200kW x h

A parcela da conta mensal correspondente somente ao consumo de energia elétrica para realizacao

de trabalho é:
R$0, 50

kW x h
Porém, como o fator de poténcia da instalacdo estd em 0,92, nenhum pagamento adicional por

excedente de reativos sera cobrado, entao o pagamento mensal é de R$27.600, 00.
O

Crs = TrsE = < > x (55200kW x h) = R$27.600, 00

Exemplo 17.8. Uma inddustria possui 10 motores 3® de tensdo 13800V e 60 Hz, de poténcia de eixo
(de saida) 100 hp, fator de poténcia 0,8 e rendimento de 85%. Além destes motores 3® hé outros
dispositivos instalados como, por exemplo, lampadas, computadores, dispositivos de uso industriais
etc. Todos estes outros dispositivos juntos tem uma poténcia de 150kVA com um fator de poténcia
de 0,9. Sabendo que a tarifa de energia é R$0,40/kW X h, calcule a conta mensal de energia devido
ao consumo de poténcia ativa. Considere que todos os dispositivos operam conjuntamente 10 horas
por dia, todos os dias do més.

Solugao:

Os célculos serdo feitos com valores de poténcia com o multiplo quilo (k) e os subscritos m, mt, d
e G serao utilizados para representar variaveis do motor, do total dos dez motores, dos dispositivos e
global (a soma dos efeitos dos motores e dos demais dispositivos), respectivamente.

De inicio faz-se a conversao da poténcia de saida dos motores de hp para quilowatt, assim tem-se:

745,7TW

P; =100hp = 100h
s p p X 1hp

= 74, 5TkW
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A poténcia ativa total consumida pela industria é a soma das poténcias ativas dos motores e dos
outros dispositivos. A poténcia dada é a de saida, entdo poténcia de entrada P,, de cada motor é:

74,57 kW
0,85
P,, = 87, 73kW

P, =

Como sdo 10 motores idénticos, entdao a poténcia ativa total consumida pelos motores P, é:
Py, =10 x P, = 877,3kW

E necessario calcular agora a poténcia ativa consumida pelos demais dispositivos, sabendo que eles
consomem juntos 150 kVA com um fator de poténcia de 0,9, entdo a poténcia ativa consumida pelos
dispositivos Py é:

Pd :FPd X Sd
P;=0,9 x 150 kVA
Py = 135kW

A poténcia ativa total consumida pela industria (poténcia ativa de entrada P) é dada pela soma
das poténcias ativas dos motores e dos dispositivos, ou seja:

Pg =Py + Py =877,3kW + 135kW = 1012, 3kW (17.3)

O tempo de operagdo da industria é de 10h por dia e, portanto, de 300h por més. A energia
mensal consumida pela industria é:

Eq = PgAt =1012,3kW x 300h = 303690kW x h

A conta mensal devido ao consumo de poténcia ativa é:

R$0, 40

Cs = TP = (7 2y

) X (303690 kW x h) = R$121.480,00/més

E necesséario avaliar o pagamento por excedente de consumo de poténcia reativa, entdo calcula-se
o fator de poténcia da instalagdo. A poténcia ativa total consumida pela instalacdo ja foi calculada
(ver equagao (I'73])), entdo calculando a poténcia reativa total consumida, pode-se calcular o fator de
poténcia global.

Para os 10 motores, sabe-se que sendo os seus fatores de poténcia de 0,8, o dngulo de poténcia é
36,87°. Usando relagdo proveniente do tridngulo de poténcias:

tan(oy,) = %ﬂ

th = Ptm X tan(36,87°)
Qum = 877,3kW x 0,75
Qim = 658 kVAT
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Para as demais dispositivos (lembre-se que os valores de poténcia estdo em quilo):

Qq=1/S5—P?
Q4 = V1502 — 1352

Qu = 65,38kVAr

A poténcia reativa consumida por toda a instalacdo é

QG’ = th + Qd
Qc = 658 + 65,38
Qc = 723,38 kVAr

A poténcia aparente consumida por todos os equipamentos (motores e demais dispositivos) é:
Sa =1\/P2+ Q%
Se = 1/1012,32 + 723,382
S = 1244,2kVA

O fator de poténcia global da instalacao é:

Pg

FPg = -2

G SG
1012,3
7 12442
FPg = 0,814

O custo pelo consumo excedente de poténcia reativa é:

0,92
Cexc—R$ = CR$ X <FPG - 1>

0,92
Coxers = R$121.480,00 x (0’ SV 1)

Corers = R$15.882,00/més

O custo total mensal é dado pela soma dos custos com o consumo de poténcia ativa e do consumo
do excedente de poténcia reativa. Realizando esta soma:

CR$—total = CR$ + CeXC—R$
Crstoral = Crs 121.480,00 + R$ 15.882, 00
Cr-total = RS 137.362, 00/més

17.5 Resumo do capitulo

Engenheiros de diversas formagoes que trabalham em grandes empreendimentos comerciais ou em
industrias lidam todos os dias com algumas das aplicacgoes de circuitos trifasico destacadas no presente
capitulo e resumidas a seguir:

e Os motores de inducdo trifasicos com rotor em gaiola de esquilo possuem fator de poténcia
indutivo;
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¢ Os motores de inducdo trifiasicos podem ter seu enrolamento trifasico de estator conectado em
Y ou em A;

e A corregdo do fator de poténcia de cargas trifisicas indutivas é feita usando bancos trifasicos de
capacitores instalados em paralelo a carga. O banco de capacitores pode estar conectado em Y
ou em A;

¢ Os bancos capacitivos em A possuem capacitancia trés vezes menores que as dos bancos em Y,
considerando que estdo submetidos a mesma tensao e devem fornecer a mesma poténcia reativa;

o Instalagoes trifasicas que consomem grande poténcia pagam por excedente de poténcia reativa
caso o fator de poténcia esteja abaixo de 0,92 (ndo importando se é indutivo ou capacitivo).

Problemas propostos

Problema 17.1. Um motor de indugao trifasico com bobinas do estator conectadas em Y é alimentado
em 380V. A poténcia do motor é de 20 hp, seu fator de poténcia é 0,85 e seu rendimento é de 90%.
Para este motor, calcule:

(a) O médulo da corrente de linha;
(b) A poténcia perdida em watt.

Problema 17.2. H4 dois motores de inducdo disponiveis para uma aplicacdo. Ambos possuem po-
téncia de eixo de 21 hp, mas os dados deles nao estdo completos, pois estd faltando a informacao de
eficiéncia. Porém sao disponiveis os seguintes dados:

o Motor A: 440V (A), 30 A, fator de poténcia de 0, 85;
o Motor B: 380V (Y), 32 A, fator de poténcia de 0, 86.

Nota: considere que 1 hp ~ 745,7 W. Qual desses motores possui maior eficiéncia?

Problema 17.3. Dimensione o banco de capacitores (tensao de linha e poténcia reativa trifasica) que
deve ser posto em paralelo a uma carga conectada em Y, alimentada em 220V, que consome 20 kW e
possui um fator de poténcia de 0,82 indutivo, para corrigir o fator de poténcia desta carga para 0,92
indutivo.

Problema 17.4. Uma instalagdo industrial trifisica consome poténcia ativa igual a 50kW e possui
fator de poténcia 0,85 indutivo. Sabendo que a carga ¢ alimentada em 380V e supondo que a mesma
é equilibrada, determine:

(a) Os valores de poténcia reativa e tensao que o banco trifasico de capacitores deve possuir para ser
conectado em paralelo com a rede para que o fator de poténcia seja corrigido para 0,95 indutivo;

b) A tensao e a capacitancia por fase do banco trifdsico de capacitores em Y para que o fator de
p p p p q
poténcia seja corrigido para 0,95 indutivo;

(c) A tensdo e a capacitdncia por fase do banco trifisico de capacitores conectados em A para que
o fator de poténcia seja corrigido para 0,95 indutivo.

Problema 17.5. Sera instalado nos terminais de um motor trifasico de poténcia de eixo de 100 hp,
60 Hz, fator de poténcia 0, 85, rendimento de 90% e tensao de linha de 440 V, um banco de capacitores
trifasico para que o fator de poténcia da associacao motor e banco capacitivo seja unitario. Qual deve
ser o valor da tensao e da poténcia reativa trifasica do banco de capacitores?

Problema 17.6. Se no problema anterior é exigido que o banco de capacitores instalado tenha conexao
em estrela, qual seria o valor do capacitor por fase a ser utilizado? E para conexdo em tridngulo, qual
o valor dos capacitores de cada fase?
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Problema 17.7. Uma pequena industria possui um motor de 5 hp trifasico, tensdo de 220V, fator de
poténcia 0, 85 indutivo e rendimento de 92%. Tal industria também possui outros equipamentos como:
aparelho de ar-condicionado, computador, sistema de iluminacdo, entre outras. Estes equipamentos
juntos consomem 6 kVA com fator de poténcia de 0,85 indutivo. Sabendo que a tarifa de energia é
igual a R$0,35/kW x h e que a industria funciona 24 horas por dia e todos os dias do més, calcule a
conta mensal de energia elétrica. Considere o més com 30 dias.

Problema 17.8. Uma industria pequena industria tem sua conta basicamente devido a um motor e
a sua conta mensal é de R$2.000,00. Este motor tem poténcia de saida de 12cv e opera todos os 30
dias do més. Sabendo que este motor possui rendimento de 85%, fator de poténcia de 0,8 e que a
tarifa é de R$0,8/kW X h, entdo qual é o tempo médio de operagao deste motor por dia?

Problema 17.9. Uma pequena indtstria é alimentada por uma rede trifasica de 380 V e 60 Hz opera
com poténcia de 100 kW e fator de poténcia indutivo de 0,7. Ela produz nos horarios de 8h-12h e
das 14h-18h, todos os dias da semana. A tarifa de energia elétrica é de R$ 0,70/kWxh. Se um banco
capacitivo trifisico em A for instalado em paralelo com capacitiancia por fase de 250 uF', determine:

(a) O novo fator de poténcia da instalagao;
(b) A conta mensal apds a instalacdo do banco capacitivo.

Problema 17.10. Uma empresa consome 500 kVA e, por isso, é alimentada na tensdo da rede trifasica
de distribuicdo, que neste local é 13,8kV. A empresa opera somente nos dias uteis 8h/dia com fator
de poténcia da instalacao de 0,7 indutivo e que precisa ser corrigido para 0,92 indutivo. Considerando
que o custo da energia é de R$0,50/(kW x h), qual deve ser o custo do kVAR do banco capacitivo
(R$/kVAR) para que o retorno do investimento ocorra em um ano? Nota: considere que um més tem
22 dias uteis.

Problema 17.11. Uma carga trifisica conectada em delta possui impedéancia por fase de 140°Q
quando é alimentada por uma fonte trifisica de 440V e 50 Hz (cinquenta!). Se um banco capacitivo
em estrela for utilizado, qual deve ser o valor da capacitancia por fase que corrige o fator de poténcia
para unitario?

Problema 17.12. Um motor de indugéo trifdsico opera alimentado por uma rede trifiasica de 380V
e 60 Hz, quando drena desta uma corrente de 50 A. O motor aciona na ponta do seu eixo uma carga
mecanica de 30hp. Sabendo que a eficiéncia deste motor é de 80%, qual é o valor da poténcia reativa
necessaria para corrigir o fator de poténcia para unitario? Dado: 1hp = 745,7W.

Problema 17.13. Uma pequena industria é alimentada por uma rede trifasica de 11,9 kV e 60 Hz
opera com poténcia de 200 kW e fator de poténcia indutivo de 0,7. Ela produz nos horarios de 8h-12h
e das 14h-18h todos os dias da semana. Para este cenario, determine o que é solicitado:

(a) O valor da poténcia reativa que deve ser fornecida pelo banco capacitivo para corrigir o fator de
poténcia para 0,92 indutivo;

(b) O valor da economia anual com a colocagdo do banco de capacitores, considerando uma tarifa
de R$0,50/kWh. Ignore nesse cenério o custo de investimento no banco capacitivo.



Apéndice A

Sugestoes de cursos adicionais

A.1 Anadlise de circuitos em corrente continua com fontes dependentes

O contetdo do presente livro se limitou as fontes de tensoes nao controladas ou independentes, ou
seja, fontes de tensao com tensoes constantes (mesmo com alteragao da corrente que por ela circulasse)
e fontes de corrente com corrente constante (mesmo com alteracao da tensdo em seus terminais).

Para modelar sistemas reais muitas vezes é necessario fazer uso de modelos de fontes controladas, na
qual a tensao ou corrente depende da tensdo ou corrente de alguma outra parte do circuito. As técnicas
de solugbes de circuitos quando fontes controladas ou dependentes estdo presentes sdo apresentadas
com teoria e exemplos no curso em videoaulas [A.Jl dé uma conferida, pois as aulas sdo gratuitas e
nao precisa de inscrigdo.

Videoaula A.1 (Técnicas de anélise de circuitos CC com fontes dependentes). Para saber
detalhes de como utilizar as técnicas de andlise de circuitos quando fontes dependentes ou
controladas estdao presentes acesse o curso em videoaulas a seguir:

e https://www.youtube.com/playlist?1ist=PLFai7UQvyStnMSRZ9gQHcBOWOCiawkp2a

A.2 Analise de circuitos magneticamente acoplados

E muito comum que nos cursos de engenharia elétrica se estude a influéncia de um dispositivo
magnético em outro nas disciplinas de circuitos elétricos. Esta influéncia se d4 quando ha correntes
que variam no tempo, ja que quando correntes constantes estdo presentes nao ha tensoes induzidas
noutras partes do circuito. Se a anélise de circuitos magneticamente acoplados com tensdes e correntes
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alternadas senoidais te interessa, entdao confira o curso em videoaulas[A.2l As videoaulas sdo gratuitas
para qualquer interessado.

Videoaula A.2 (Anélise de circuitos magneticamente acoplados). Para detalhes do uso de
técnicas de circuito para andlise de circuitos com acoplamento magnético acesse o curso em
videoaulas a seguir:

e https://www.youtube.com/playlist?1list=PLFai7UQvyStn48uWJNbrQqZwXaVZLgVNx



https://www.youtube.com/playlist?list=PLFai7UQvyStn48uWJNbrQqZwXaVZLgVNx

Apéndice B

Respostas dos problemas propostos

Capitulo [1]

Problema [IT])

(a) 5,001 x 10°

(b) 4 x 10°

(c) 3,6 x107°
(d) 0,4 x10°=0,4
(e) 5x10° =5
(f) 1x10°=1
(g) 3 x 10°

(h) 5,5 x 10°
(i) 49,75 x 10**

Problema [[.2)

(a) 0,02kA

(b) 23000 iV

(¢) 0,1GW

(d) 0,001kQ

(e) 0,002342 mF

Capitulo
Obs.: Os simbolos Ag, Al, Au e Cu representam,
respectivamente, a prata, o aluminio, o ouro e o cobre.

Problema 1) Ra =
0,0538

Problema Z2) p; = 0,032Qmm?/m, py =
0,128 Qmm?/m e p3 = 192Qmm?/m. O mate-
rial 3 é melhor isolante, pois por ter maior resisti-
vidade é o que cria maior dificuldade a circulagao
de cargas elétricas.

Problema 23) A = 4,128 mm?

Problema 24) Rigo ¢, = Raoe a1 = 9619
Problema 28] Rgge = 0,4537Q
Problema [2.6) T = 35,789°C

Problema Z7) R0 = 5,2k, Rgpo = 5,4kQ e
Rgoe = 5,6k,

0,0881Q e Rew =

342

o Problema28) R4, = 1,228, Rc,, = 1,234,
RAu = 1,204Q e RAl = 1,234Q

o Problema [2.9])
(a) P=9,68kWe I =44A

(b) G=0,28S
() P=28,88kWel=76A
(d) Se o resistor é dhmico, entdo seu valor nao

se altera independentemente do valor da
tensao aplicada aos seus terminais.

o Problema 2.T0)
(a) — Chuveirol-I=20Ae P =4,4kW
— Chuveiro 2 - I =60A e P =13,2kW
— Chuveiro 2 - I = 6,7A ¢ P =
1,475 kW
(b) Apenas o chuveiro 1 ird operar na poténcia
especificada, pois é o Unico que sera ali-
mentado pela tensao especificada.
(¢) Nao. O chuveiro 2 serd danificado, pois se
for alimentado com uma tensao maior que
a especificada pelo fabricante fara com que
o resistor aqueca mais do que o valor pre-
visto. Em linguagem popular diz-se que
o chuveiro 2 ird “queimar”. O chuveiro 3
ird operar com poténcia abaixo da prevista,
aquecendo a dgua numa temperatura me-
nor, porém nao havera risco de “queimar".

o Problema 2TT])
(a) I =66,67A
(b) G=5,5685
o Problema 212
(a) I=0,8184A e P=180,06W

(b) Ird queimar. O filamento da lampada ird
se romper.

Capitulo
o Problema B.1])
— Para a figura (a) - I = 56,17 A
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— Para a figura (b) - I = 48A
— Para a figura (¢) - I =36 A
— Para a figura (d) - I =480 A

o Problema [32)
— Para a figura (a) - Regap) = 0,444Q e

Reglae) = 1,111 0
— Paraafigura (b) - Reg(ap) = 3 € Reg(pe) =
40

— Para a figura (c) - Regapy = 1,111Q e
Regqve) = 0,778 02

— Paraafigura (d) - Reg(ap) = 42 e Reg(ca) =
2Q

— Para a figura (e) - Regap) = 5,4634,
Reglae) = 2,463 Q2 ¢ Rogye) = 39
e Problema [3.3)
— Paraafigura (a) - Reg(ap) = 092 € Reg(ac) =
1Q
— Para a figura (b) - Regapy = 2,667Q e
Reg(bey = 2,667

— Para a figura (c) - Regap) = 0,857Q e

Req(bc) =00
— Paraafigura (d) - Reg(ap) = 29 e Reg(ca) =
20

— Para a figura (e) - Regar) = 4,463Q,
Req(ac) = 1,463Q e Req(bc) =30

o Problema [3.4)

— Para a fig. (a) - Pr,,,, = 8064,5W,

Pg .., = 2115,3W e Pg_,,,
2867,4W

— Para a fig. (b) - Pr,,,, = 1780,5W,
Pr., = 1553,56W e Pgr_,, =
1871,6 W

o Problema [3.5)
— Para a figura (a) - U =80V, R; = 10Q,
Ry =16,679, Pr, =90W ¢ Pr, = 150 W
— Para a figura (b) - U =80V, Pigqo = 40W
€ PgoQ =120W
— Para a figura (¢) - I; = 0,125A, I, =
0,25A, Pins = 15,625W ¢ Py =
31,25 W

o Problema [3.0))

— Para a figura (a) - Ly e Lo

— Para a figura (b) - Ly, Ly e L3
— Para a figura (c) - L1, Lo e Ls
— Para a figura (d) - Nenhuma

o Problema [3.7)

(a) Paralelo: lampadas acendem com a lumi-
nosidade especificada pelo fabricante. Sé-
rie: as lampadas acendem com luminosi-
dade muito baixa ou talvez nem mesmo
acendam (depende do projeto da lampada).

(b) Paralelo: a poténcia de cada lampada é de
60 W. Série: P =2,4W.
(c) Paralelo: lampadas acendem com a lumi-
nosidade especificada pelo fabricante. Sé-
rie: a tensdo em cada lampada seria o
dobro da do caso com 10 unidades e,
portanto, a poténcia seria quatro vezes
maior, mas ainda assim a luminosidade se-
ria muito baixa caso as lampadas acendes-
sem.
Capitulo [4
o Problema [T

— Para a figura (a) - 1,0909 Q
— Para a figura (b) - 62
— Para a figura (c) - 49

o Problema [£2)

— Para a figura (a) - A leitura no amperime-
tro é 5 A e no voltimetro ¢ 90 V. Ry = 54 )
(§] R2 =20Q.

— Para a figura (b) - A leitura no amperime-
tro é 1 A e no voltimetro é 210V. Ry =
420 e R2 =50Q.

— Para a figura (c) - A leitura no amperime-
tro é 10 A e no voltimetro é 60V. U; =
60V.

o Problema [£3)

— Para a figura (a) - 18,75 W

— Para a figura (b) - 25 W

— Para a figura (c) - 50 W
( -

— Para a figura (d) - 100 W

Capitulo [§
o Problema [5.1])
(a) ;1 =—lexo=-1
(b) A=1,9286¢ B = 1,7857
) [=2%eV =8
(d) v = 6,3235 ¢ vy = 8, 7353
) 1 =0,0274 e x5 = 0,562
) Ty = 0,583 ¢ Tp = 2,312
(g) Vi = 0,843 e Vo = 5,832

e Problema [5.2)

(a) 21 =-1,8, 20 =—-3ex3=0,4
(b) A=0,880, B=—8e( =—2,889
(¢) Iy = 0,889, I = —1 e Iy = 0,111

Capitulo



344

Circuitos Elétricos e Eletrotécnica - Fundamentos e Aplicacdes

o Problema [61))

— Para a figura (a) - I, =4,5 A

— Para a figura (b) - I, = —9,4545 A
— Para a figura (¢) - I, = —30,333 4
— Para a figura (d) - Ix =14

— Para a figura (¢) - I, =6 A4

o Problemal6.2) Sao necessarias 10 placas. Devem
ser utilizadas dois conjuntos em série de 5 placas.
Depois deve-se associar estes dois conjuntos em
paralelo. Note que a poténcia total que pode ser
fornecida pela associagdo de placas é de 10 kW,
mas nao ha como obter os 60V com outra con-
figuracao.

o Problema[63)

(a) 12 células em série.

(b) 2 conjuntos, de 24 células associadas em
série cada um, associadas em paralelo.

(c) 8 conjuntos, de 12 células associadas em
série cada um, associadas em paralelo.

o Problema [6.4])

— Para a figura (a) - I, = —=3,2727 A, I, =
—4,303A e Pr = Po =118,79W

— Para a figura (b) - Iy = 2,7273 A, I, =
3,6364 A, I3 = —0,3636 A e Pr = Pc =
72, 72TW

— Paraa figura (c) - [; = 2,25 A, I, =0,5 A,
13:2A€PF2P0221W

e Problema -6,25 W

o Problema [6.6)

— Para a figura (a) - Ry, = 1,231Q e Uy, =

3,231V

— Para a figura (b) -
4,4V

o Problema [6.7])

Rth = 1729 (§] Uth -

— Para a figura (a) - Ry =0,7333Q ¢ Iy =

3,2727 A
— Paraafigura (b)- Ry =3Qe Iy =5,33A

o Problema [6.8])

—SeR.=2Q,entao U, =7,2Vel. =3,6 A

— Se R.=4Q,entao U, =9V e l. =2,25A

— Se R. = 6%, entdao U, = 9,82V e [,
1,64 A

o Problema [6.9) Se R, = 31, entdo P, = 48 W e
se R. =9, entao P. =16 W

Capitulo [T

o Problema [T1]) 82,33%
o Problema[T2) 91,94kW x h
o Problema [7.3))
(a) 2,5kW
(b) 45,45 A
(¢) 7,5kW
(d) R$4.800,00
e Problema[74) 0,60R$/kW x h
o Problemal[7H) 9,81 A
o Problemal7d) 1,14 kW
Capitulo B
o Problema [T
(a) sen(45°) = 0,707 e cos(45°) = 0,707
) -0, 8666COS(—§)—0 5
0°) = —0,342 e cos(—20°) = 0,940
sen g) =0,434 ¢ cos(7) =0,901
sen(115°) = 0,906 e cos(115°) = —0,423

sen

sen

(f) sen %) = 0,707 e cos(—z) = 0,707
(g) sen(—330°) = 0,5 e cos(—330°) = 0,866
)
(h) sen g = 0,924 e cos( ;) 0,383
(i) sen(—45°) = —0,707 e cos(—45°) = 0,707
(j) sen(—0,9) = —0,783 e cos(—0,9) = 0,622
(1) sen(2,5) =0,598 e cos(2,5) = —0,801
(m) sen(—315°) = 0,707 e cos(—315°) = 0,707

T
):—0 707ecos(4)—0 707

sen 1 0°) = 0,866 e cos(120°) = —0,5

sen

3
300°

2w

) = 0,866 e cos(2%) = 0,5
—) = e cos =

6 6 ’
sen(210°) = —0,5 e cos(210°) =

47

)
o
—) = 0,866 e cos(—?) =0,5
)

sen —0, 866 e cos(300°) = 0,5
sen

) sen(—
) sen(—2
) sen(
) sen(
) sen(—
) sen(—
) sen(
) sen(—
) sen(—
(k) sen(150°) = 0,5 e cos(150°) = —0, 866
) sen(2,5
) (
) (
) sen(
) sen(—
) sen(
) sen(
) sen( —0,866
) sen(—

»n

4
en(—) = 0866ecos(3):70,5

o Problema IEZI)

(a) x=1,562m e 6 = 39,806°

(b) h = 13,454m, a = 48,013°,
sen(48,01°) = 0,743, cos(48,01°) = 0, 669
e tan(48,01°) = 1,111

o Problema[83)

(a) 10+ j12,66
(b) —3,73+ 52
(c) 17,32+ 510
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(d) 0,049 + j0,56
(e) —0,71 — 50,46
(f) —44 + j188,07
(8) 223

(h) —0,24 + 50,96
(i) —j20

(i) 6,73+ 59,66
o Problema [R)

— Para a figura (a) - i(t) = 5cos(314, 16t —
90°) A

— Para a figura (b) - u(t) = 220cos(377t +
90°) V

Capitulo
o Problema [0

(a) A magnitude da tensdo induzida é de 30 V.
(b) A magnitude da tensdo induzida é de 30 V.

(¢) A polaridade das tensoes induzidas nos ter-
minais do indutor sao invertidas de um ex-
perimento para o outro, pois em um expe-
rimento a corrente elétrica teve seu valor
aumentado e noutro a corrente elétrica teve
seu valor diminuido. A magnitude da ten-
sdo induzida foi a mesma, ja que a variagao
absoluta da corrente elétrica foi igual em
ambos os experimentos e se deu no mesmo
intervalo de tempo.

o Problema [0.2)

(a) H4 apenas um lago no circuito e, portanto,
a corrente elétrica circula pela fonte e pelo
capacitor. A corrente elétrica é 0 A.

(b) 50 A

(¢) 50 A (note que esta corrente elétrica circula
em sentido contréario ao do item anterior)

e Problema [(0.3)

— Para a figura (a) - Le, = 15 uH

— Para a figura (b) - Leg = 12,5mH
— Para a figura (c) - Leg = 105 mH

— Para a figura (d) - Leg = 39,23 mH

o Problema [9.7)

— Para a figura (a) - Ceq = 33,333 uF
— Para a figura (b) - Ceq = 0,384 mF
— Para a figura (c) - Ceq = 10,48 mF
— Para a figura (d) - Ceq = 67,5 mF

Capitulo
o Problema [I0.T])

(a) 918,88 Hz
(b) 25,4A
(c) 0,144 A

o Problema [0.2)
(a) 0,79 — 51,320
(b) 143,12 A

+ Problema [0.3)
— Para a figura (a) - Z., = 3,9+ 0,12Q
— Para a figura (b) - Z., = j4,927Q

o Problema [I0.5])
— Paraa figura (a) - Zeg(ap) = 4,352,710
— Para a figura (b) - Zegap) = 5,9 +53,88Q
— Para a figura (c) - Zegap) = 09

o Problema [T0.6)
— Para a figura (a) - Ye, = 3,45 — 50,39
— Para a figura (b) - Yeq = 5,2+ 71,485
— Paraa figura (c) - Yeq(ap) = 1,21 —51,698
— Paraa figura (d) - Yeg(ap) = 2,53+52,45S
Capitulo [11]

o Problema [[T.1])
(a) 14,62/25,84° A

(b) 5000 — j2421,63 VA,
5555, 56 VA

(c) Tlustracdo deve ser feita pelo estudante.

Problema [IT.2))
(a) 14,04°
(b) 43,66/—14,04°Q

(c) Tustracdo deve ser feita pelo estudante.

Problema [TT.3)
(a) 0,591

(b) 1.230 VAr. E consumida pelo motor, pois
ele é uma carga indutiva.

Problema [IT.4)

(a) 0,923. E indutivo, pois no tridngulo de
poténcia, a poténcia reativa é desenhada
como um vetor para cima, o que indica que
ela possui valor positivo.

(b) 17,16/-22,62° A
(c) 20,5+ 8,59

Problema [TTH)
(a) 37,73/-30,96°A

(b) 7118 + j4270,16 VA, 8300 VA, 7118 W e
4270, 16 VAr

(c) 0,86

2421,63 VAr e
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« Problema [[T6) 21,84 + 7,18 (a) Uy = 7,03/=7,12°V, Iy = 1,82/7,88A e

e Problema [[T.7) 4553, 18 W ¢ —7011,25 VAr Zip = Zn = 3,86/=15°Q
(b) Uy, =10V, Iny =2,5/~45A e Zy, = Zy =

Capitulo 12| 4/45° Q)
o Problema [TZT]) (¢) Uy, = 12V, Iy = 1,551, 17A e Zyy, =

Zyn =7,74/—11,17°Q

I, = —0,923+50,395¢e I, = 1,564—450,513
(2) I =—0,923+;0,395 e I = 1,564—50, (d) U = 7,35R8,45°V, Iy = 1,69/19,19A e

(b) I; = —0,591—32,069¢ I, = 1,598+ 50,591 Zun = Zn = 4,35/-10,74°Q
(c) Al = —0,099 — 70,0017 e Ay = 2,999 + « Problema [[30)
70,033
() I, =0,1+j0,3¢ I, =0,9—j0,3 (a) Para Z, = 3+ j1Q o valor eficaz da cor-
_ ' ’. _ ’ ) rente é 19,43 A, enquanto que para Z. =
(e) V1 = 0,667—]1,2 e VQ = —0,667—]1,333 6+j1Q o valor é 12,90A
(f) 11 =1,374—50,974e I, = —0,194—30, 170 (b) Para Z. = 3+ j1Q o valor eficaz da tensdo
(g) X =1,405— 50,568 ¢ Y = 0,150 — 50, 333 € 61,43V, enquanto que para Z, = 6+;51¢2
o valor é 78,49V
Capitulo [L3] (c) Para Z. = 3 + j1Q o valor da potén-
 Problema [[3.1]) cia ativa é 1132,2W, enquanto que para

4 _ _ A Z.=6+4 719 o valor é 999, 1 W
— Para a figura (a) - If = —017=73,79 (d) Para Z, = 3 + j1Q o valor da poténcia
— Para a figura (b) - I, = 0,072—-6A reativa é 377,41 VAr, enquanto que para
« Problema [33) Z.=06+j1Q o valor é 166,51 VAr

7 Capitul
~ Para a figura (a) - [, = 6,25+ 5,09 A apftulo 4
— Para a figura (b) - I, = 69,83 — 557,55 A o Problema [T4T) 89, 6%
¢ Problema 0,93
« Problema [[33) M42)
e Problema[T43) 9,75 A

Para a figura (a) - Para a fonte de 8V a « Problema [[44) 877,3 + j773,7VA obs.: a po-
poténcia complexa é —5,27 — 51,31 VA ou . ~ .
) . téncia complexa em questao se relaciona com os
equivalentemente pode-se dizer que ela for- e N
terminais elétricos no qual a poténcia entra no
nece (gera) 5,27W e 1,31 VAr. O estu- ~ . . A
T, . motor. Nao existe sentido em falar em poténcia
dante deve lembrar que a poténcia é posi- , . .
complexa de saida em um motor, pois a poténcia

tiva quando consumida e negativa, quando 1. A ~
. de saida é de natureza mecéanica e, portanto, nao
fornecida (gerada). O mesmo vale para .
tem componente reativa.

a poténcia reativa, cujo valor encontrado
¢é negativo e isto quer dizer que a fonte  Problema [[4.3)
estd fornecendo (gerando poténcia reativa).

a) 621,25 W
Para a fonte de 560°V a poténcia com- (a)
plexa é 0,77—750,45 VA. Isto quer dizer que (b) 465,94 VAr
esta fonte consome poténcia ativa (parte (c) 3,53A

real é ;')os1t1'va’) 'e f,ornece'potenma reativa « Problema [[ZH) 29,5 uF
(parte imagindria é negativa).

— Para a figura (b) - A fonte fornece 38,87 + * Problema[[17) 52,1 uF
j0,65VA. Pode-se também escrever que « Problema [I4.8) opgao d

a poténcia complexa da fonte é —38,87 — « Problema[[ZJ) (a) 1,0276 mF (b) 0,9923
70,65 VA e os sinais deixam claros que os

valores de poténcia ativa e reativa sao for- + Problema [410) R$3.916,80
necidos. « Problema IZI1) R$4.577,80
o Problema [I34) Capitulo
— Para a figura (a) - I, = —1,98 4 0,98 A, o Problema [[5.1])
Iw:10(l800Aer:6,1+j4,88A (a) 32,8A
— Para a figura (b) - I, = 17,62 — 70,55 A, (b) 12500 VA, —7500 VAr e 10000 — 57 500 VA
Ly =—6,26+j5Aely = —11,36—74,46 A (¢) Tlustracao deve ser feita pelo estudante.
o Problema [[3.5]) (d) 9,29 — j6,97Q



Apéndice B. Respostas dos problemas propostos

347

o Problema[I5.2) 18,54/~16,7°Q

o Problema [[5.3))
(a) 43,74 A

(b) 13333,74W, 16667VA e 13333,74 +
710000 VA

(c) 2,32+41,74Q
o Problema [[5.4])

(a) 0,958 capacitivo
(b) 4,44 — j1,33Q

(c) Tlustracdo deve ser feita pelo estudante.

Problema [I5.5)
(a) I, =14,43A e I; = 8,33A
(b) 72/23,07°Q

(c) Tlustracdo deve ser feita pelo estudante.

o Problema [I5.6])

(a) 4660,6 W, 2888,4VAr,
4660,6 + j2888,4 VA

(b) Considerando a tensdao da fase a com &n-
gulo zero, entdo sabendo que a corrente
elétrica de fase é igual a linha em uma
carga em Y I, = 8,34/-31,8°A, I, =
8,34/—151,8°A e I. = 8,34/88,2° A Foi
considerado como referéncia a tensao da
fase a com angulo nulo

(c) 26,47/31,8°Q

o Problema [I5.7)

(a) 5933,7 VAr,
75933,7 VA

(b) I; =11,19A ¢ Iy = 6,46 A
(c) 92,88/30,68°Q

o Problema [[5.8))

— Para a figura (a) - I; = 30,56A,
Iy = 17,64A, P3p = 18672W, Qe =
7469VAI‘, |qu>| = 20111VA e qu> =
18672 + j7469 VA

— Para a figura (b) - I, = Iy = 13,58A,
Psp = 8298,9W, Qs¢ = 3319,5VAr,
|S3q>| = 8938,1VA e Sz = 8298,9 +
j3319,5 VA

— Para a figura (c) - I, = 52,924,
Iy = 30,56 A, Pso = 56017TW, Q30 =
92407 VAr, |Szs| = 60332VA e Ssp =

5483,1VA e

11628VA e 10000 +

56017 4 j22407 VA

— Para a figura (d) - I; = Iy = 15,094,
P3q> = 17082W, Qg@ = —2049,8VAI‘,
|Ss| = 17205VA e Szp = 17082 —
j2049,8 VA

Capitulo

o Problema [I6.1])

(a) Inp = T6A, Ipe = 126,67/~165°A e I., =
47,5/150° A

(b) I, = 119,52/-11,46°A, I, =
201,04/-170,61° A e I. = 98,96/34,84° A

(c) Sap = 28880 VA, Sy, = 48134,6/45° VA e
Sca = 18050/-30° VA

(d) FPu =1, FPy. = 0,71 indutivo e FP,, =
0, 87 capacitivo

(e) Psy=T78548,06 W
(f) Q3p =25011,3 VAr

(g) Tustragao deve ser feita pelo estudante.

+ Problema [16.2)

_an = I_a = 744Al I_bn = I_b =

73,33/~165°A e I., = I. = 27,5/150° A

(b) So = 9680VA, S, = 16132,645° VA e

S. =6050/~30° VA
(¢c) FP, = 1, FP, = 0,71 indutivo e FP, =
0, 87 capacitivo
) Py = 26326,92W

(€) Q3 = 8382,47 VAr

) I, =50,92/-174,11°A
(g) Tustragdo deve ser feita pelo estudante.

o Problema M63) I = 9,92/-38,66°A, Ip =
9,7TN72,62°A, Ic = 11,94/18,81°A e Iy =
6,78/86,84° A

Capitulo 17

o Problema [I7.1])
(a) 29,61 A
(b) 1656,67W

e Problema m) MMotor B ~ 86, 5% > TIMotor A
80, 6%

o Problema[I73]) 5440,1 VAr e 220V

o Problema [[7.4])
(a) 14559, 74 VAr e 380V

(b) Tensdo de fase 220V e capacitancia por
fase 0,266 mF

(c) Tensdo de fase 380V e capacitancia por
fase 89,11 uF

%

o Problema [ITH) O banco deve ter poténcia re-
ativa trifasica 51,33 kVAr e tensao de linha de
440V

o Problema [I7.0) 703, 4 uF/fase se o banco estd
conectado em estrela e 234, 5 uF /fase se o banco
estd conectado em tridngulo

o Problema[I77) R$2.496,40
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e Problema[I78) O motor opera em torno de 6,97
horas por dia. Obs.: lembre-se de considerar nos
seus célculos que o fator de poténcia gera paga-

Problema [I7.10) R$ 558, 50/kVAr
e Problema [[7T])) ~ 6,33 mF

mento por excedente e Problema [I712) 17,35 kVAr
o Problema [IT7.9) o Problema [[7.13)
(a) 0,85 indutivo (a) 118,8kVAr

(b) R$18193,53 (b) R$90514,29
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